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Avant-propos

Version 2022.09.06.11.17

Cet ouvrage contient 1’essentiel du matériel couvert dans le cours de Mécanique et
relativité restreinte (PHY-1003) du Département de physique, de génie physique et d’optique
de I’Université Laval dans le cadre de son programme de physique du 1" cycle (B.Sc.).
Malgré qu’il existe de nombreux ouvrages sur la mécanique classique, aucun ne répond aux
besoins spécifiques de ce cours. Par contre, certains des sujets pourraient étre abordés en
deuxieéme lecture : les titres de ces sections de 1’ouvrage sont suivis d’une étoile ).

On présume d’entrée de jeu que certaines notions de mécanique newtonienne sont déja
acquises telles que les lois de Newton et ses applications. On y aborde la relativité restreinte,
les reperes accélérés et les solides indéformables et en ce sens, elles viennent s’ arrimer aux
notions déja acquises dans le cours de mécanique classique du CEGEP (niveau Physique 1
de H. Benson ou Physique - Mécanique, tome 1 de D. Halliday, R. Resnick, J. Walker).

Cet exposé du sujet se divise en 6 chapitres et 3 annexes, en plus d’une table des
matieres et d’un index pour un total de 177 pages. Le texte est appuyé par plusieurs éléments
pédagogiques (plus de 33 encadrés contenant des définitions, remarques, notations, références,
etc.. et plus de 155 figures et 22 tableaux). On y trouve aussi de nombreuses démarches
d’apprentissage (30 exemples, 11 exercices solutionnés et 48 problemes en fin de chapitres).
Les chapitres sont regroupés en deux parties : la relativité restreinte est d’abord introduite
(chapitres 1, 2, 3 et 4) alors que les notions de mécanique avancée (reperes accélérés et
solides indéformables) sont traitées aux chapitres 5 et 6. L’annexe contient un résumé des
notations, un aide-mémoire et quelques références complémentaires.

Bonne lecture !

L. Marleau
Département de physique, de génie physique et d’optique
Université Laval, Québec, Canada
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1.1

Vitesse de la lumiere

A VITESSE DE LA LUMIERE a été un élément important dans 1’élaboration de la
relativité restreinte et dans la remise en question de la mécanique de Newton.
Historiquement, elle a d’abord été implicitement présumée comme une quantité
infinie, ¢’est-a-dire I’information était transmise instantanément. Plus tard, cer-

taines méthodes de mesures ont été utilisées pour déterminer la vitesse de la lumiere qui s’est
avérée finie. Mais la nature ondulatoire de la lumiére posait probleéme : comment une onde
pouvait-elle se propager sans support matériel (dans le vide) ? Ceci mena a I’hypothese de
I’éther et éventuellement a I’expérience de Michelson-Morley....

—_

La vitesse de la lumiere (dans le vide) est une constante fondamentale :
. C’est la vitesse de propagation de la radiation électromagnétique de toute fréquence.
. C’est la vitesse ultime de tout signal.
Elle est la méme dans tous les systemes de référence.

€=2.9979...x 108 m- s~ (1.1)

Elle intervient directement dans les équations de Maxwell de 1’électromagnétisme
(Uo€r = c~2 dans les unités ST ol Ly et & sont respectivement la perméabilité et
la permittivité du vide).

. Elle intervient dans la constante adimensionnelle de « structures fines » :

o — &2 N 1
" dmeghce - 137.036°

ol i = h/ (2m) est la constante de Planck réduite. Cette constante joue un role fonda-
mental en physique atomique et sa valeur n’est prédite par aucune théorie !

Mesures de la vitesse de la lumiére

1

Les premieres mesures de la vitesse de la lumiere furent les suivantes :

. Temps de transit a travers 1’ orbite terrestre (Roemer, 1676) :

Cette mesure est basée sur la variation dans la période des éclipses du satellite Io de
Jupiter pendant une année. Cette période varie suivant que la Terre s’éloigne ou se
rapproche de Jupiter c¢’est-a-dire s’enfuit ou vient a la rencontre du signal lumineux .

1.7
1.8

Chapitre 1

Mesures de la vitesse de la lumiére1
Effet Doppler (non-relativiste, ondes
sonores)
Application : récession des galaxies
~«redshift» . . ........... 5
Reperes inertiels en mouvement re-
latif
Expérience de Michelson-Morley 7
Invariance de la vitesse de la lumiére
9

La vitesse ultime
Exercices . . . ... ........ 11

Figure 1.1 a
Olaf Ole Roemer 1644-1710
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1. Vitesse de la lumiére

Figure 1.2 «»
Trajectoire de la lumiére de lo, le satellite de
Jupiter, a I'observateur situé sur la Terre.

Jupiter

Roemer nota que la variation de la période de Io par rapport a la période moyenne
accumulée sur six mois se traduisait par un délai total de AT = 22min (les mesures
actuelles donnent A7 = 17min ). Suivant la figure 1.2, on remarque que lorsque la
Terre est la plus pres de Io, a une distance L, le temps de transit est seulement Ar alors
qu’a son point le plus €loigné la lumiere doit parcourir une distance L’ ce qui requiert
un temps de transit Ar’. Le délai total accumulé AT représente la différence entre le
temps de transit de la lumiere d’Io jusqu’a la Terre soit AT = Ar' —Ar. Iei At=L/cet
A" =L'"/e=(L+D)/c,alors

c= b = b (1.2)
(A —Ar) AT
ol D = diametre d’orbite terrestre. Roemer estima alors Creoemer =~ 214300km/s.
2. Aberration des étoiles (Bradley, 1725) :
Une étoile au pdle écliptique semble, au cours d’une année, décrire une trajectoire
circulaire (cf. figure 1.4). Cette aberration est due a la vitesse tangentielle de I’observateur
terrestre.
Le rayon angulaire de la trajectoire de 1’étoile :

ana distance parcourue par la Terre VTerre At
ano = — o
distance parcourue par la lumiere cAt
ou
VTerre
Figure 1.3 A o = arctan ( . ) (1.3)

James. Bradley 1692-1762 "
= 0.00099365 rad ~ 20.49552

Les observations de Bradley lui indiquaient une valeur de I’angle Ogradiey ~ 20.2°, soit
0.00009793 rad. Cette mesure lui permet d’obtenir cpradiey ~ 295000km/s.

étoile au
pole écliptique 1
Figure 1.4 «»

Laberration des étoiles est la conséquence de la a
vitesse tangentielle de I'observateur terrestre. ¢

v

Terre

3. Roue dentée de Fizeau (1849) ou miroirs rotatifs de Foucault :
Avec un systeme ingénieux d’interrupteurs de lumiere (roue dentée), Hippolyte-Louis
Fizeau (en collaboration avec

4. Jean Bernard Léon Foucault) fut le premier a réaliser une mesure de la vitesse de la
lumieére en laboratoire. Foucault raffina la méthode plus tard (1862) en remplagant la
roue dentée par des miroirs rotatifs. Plus tard, Michelson précisa ses mesures avec un
appareillage basé sur le méme principe :

En mesurant le temps de transit sur une distance de 2 x 8633 m, Fizeau obtient :
CFizeau =~ (315 300 £ 500) km/s.

2 = 44 4 A N~ D> D> I



1.2 Effet Doppler (non-relativiste, ondes sonores)

miroir

Source

lumineuse

Q

de verre

/ dentée
oeil

Foucault avec miroirs rotatifs : Croucautt =~ (298000 + 500) km/s.
Michelson réalise une expérience similaire sur 35km en 1926 et mesure : Cmich, =
(299796 +4) km/s.
5. Cavité résonante (~1950) :
La mesure de fréquence de résonance dans une cavité métallique est donnée par v =
¢/ (21), ou | = longueur de la cavité. Cette mesure fut réalisée par Essen et donna :
CEssen = (299792.5+ 1) km/s.
6. Radar.
7. Détecteur de lumiere modulée... etc.

roue

Des centaines de mesures, dans tous les domaines de fréquence, donnent

¢ =2.99792458 x 10%m/s. (1.4)

Maintenant, cette quantité sert de relation entre les étalons de longueur et de temps (c’est
pourquoi on omet I’incertitude).

1.2 Effet Doppler (non-relativiste, ondes sonores)

L’effet Doppler est le changement de la fréquence d’une onde observée par un détecteur
en raison de sa vitesse par rapport a la source émettrice.

Etudions d’abord cet effet pour une onde sonore qui ne peut se propager que dans un
milieu physique.

1.2.1 Source en mouvement, récepteur fixe dans le milieu propagateur

Prenons une source en mouvement avec un récepteur fixe dans le milieu propagateur (cf.

figure 1.7)

V =Ve, : vitesse de la source vers le récepteur. (1.5)

La vitesse du son dépend seulement du milieu et est indépendante du mouvement de la source.
Dans un milieu homogene, elle est constante et déterminée par la densité et 1’élasticité du
milieu.

Si en un point fixe du milieu, il passe Vg pulsations par seconde, chacune séparée d’une
distance Ag, la vitesse de propagation est

ARVR =W (1.6)

Si la source émet N pulsations durant Az, la premiere pulsation parcours une distance vAz,
mais pendant ce temps la source s’est déplacée de V Ar, alors ce train d’impulsions occupe
une distance

(v=V)Ar

et la longueur d’onde est

Figure 1.5 «»
Schéma de I'appareillage de Fizeau.

Figure 1.6 A
Christian Doppler 1803-1853
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1. Vitesse de la lumiére

Figure 1.7 «»
Une onde sphérique est émise par une source
(S) en mouvement et captée par un récepteur (R)

au repos par rapport au milieu de propagation. @

Récepteur

v—V
La fréquence est
v Nv
Ve — - 1.8
K Ak (v—V)Ar (18

N/ v v\ !
_ At(vV)ZVS(l_v> (19)

ol vy = % est la fréquence d’émission de la source.
Pour une source en mouvement vers un détecteur fixe dans ce milieu : (vitesse V

constante)
v 1%
VR = Vg (1—) ~ Vg (1-‘1-) (1.10)
v v

si |[V| < v. Ici, on a utilisé le développement en série (série de Taylor) pour |x| < 1

(l:l:x)a: <1:|:Clx+a(azT])X2:|:a(a_]3)!(a_2)x3...)

Si la source s’éloigne plutot que de se rapprocher on doit remplacer V par —V. (Le sifflet du
train est plus aigu quand il s’approche et plus grave il s’éloigne !)

1.2.2 Source au repos dans le milieu et récepteur en mouvement
Ici la source est au repos et le récepteur se déplace a la vitesse (cf. figure 1.8)

V = —Ve, : vitesse du récepteur vers la source. (1.11)

Un train de N pulsations occupe la distance vAr et sa vitesse par rapport au récepteur
est (v+ V). Le récepteur voit ces N pulsations durant le temps vAr/ (v+ V) et mesure la

fréquence
N Nv+V Vv
v+V

Pour un récepteur en mouvement vers une source fixe dans le milieu

VR = Vg (14":) (1.13)

Si le récepteur s’éloigne on remplace V par —V.

Figure 1.8 <»

Une onde sphérique est émise par une source
(S) au repos et captée par un récepteur (R) en
mouvement par rapport au milieu de propagation. \

Sour
Récepteur

4 = A4 4 A N D> D> i



1.3 Application : récession des galaxies - « red shift »

On peut déterminer si la source ou le récepteur se déplace par rapport au milieu en
mesurant Vg avec une précision au moins de 1’ordre (%)2 On verra dans le cas de la lumiére
que cette distinction est impossible.

Références 1.1

o Simulation en java sur le site web :

http ://webphysics.davidson.edu/Applets/Applets.html

http ://subaru.univ-lemans.fr/enseignements/physique/02/meca/doppler.html

http ://www.walter-fendt.de/ph14f (j ]

1.3 Application : récession des galaxies - « red shift »

L’ observation spectroscopique de la lumiere des galaxies montre que les raies spectrales
des éléments sont déplacées vers le rouge (vers les basses fréquences), un déplacement qu’on
peut attribuer a un effet Doppler dii a une vitesse de récession des sources. Nous verrons
que les formules de ’effet Doppler acoustique sont valides pour la lumieére si V < ¢ :

1%
VR ~ Vg (l-l—) , VR <Vg (1.14)
c
= V<0
— éloignement des galaxies

VR |Av] Vv

1 —, mesure la vitesse de récession. (1.15)
Vg Vg c
. . N . , . . . Figure 1.9 A
Notez que dans cette approximation ouV < c, il n’est pas non plus nécessaire d’identifier  |es raies spectrales des éléments sont déplacées
si c’est la source qui est en mouvement, ol a approximativement vers le rouge. On observe que plus I'étoile est
distante plus le déplacement est important.
—1
VR \%4 \%
——1l=(1-— —1~— (1.16)
Vg C Cc
ou le récepteur ol on a strictement
VR %4
REI
Vg C

D’autres observations, capables de mesurer les distances, semblent indiquer que

Av|

1.17
ve 7 (1.17)

ol r est la distance. Il en résulte que |V|/c o< r. C’est-a-dire que les galaxies s’éloignent
avec une vitesse proportionnelle a leur distance : V = orr

L’explication la plus simple de cette relation est le modele cosmologique du Big Bang
selon lequel I'univers aurait été formé d’une immense explosion initiale. Ainsi, les fragments
les plus rapides sont présentement les plus éloignés.

Empiriquement, on a un constante de proportionnalité de !

~ 3x107s~10"a (1.18)

~ 10%°m. (1.19)

Rlo|~—

Ces résultats seraient grossierement I’age et le rayon de 1’univers.

Figure 1.10 a
"Notation: 1an=1 a Galilée (Galileo Galilei) 1564-1642
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1.4

Figure 1.11 <»

Les deux repéres inertiels S et S’, ou S’ se déplace
a vitesse V par rapport a S, sont choisis de telle
sorte que les axes Ox et Ox' glissent I'un sur
I'autre. Au moment ou les origines se confondent,
les horloges marquent ¢ = ¢’ = 0.

6 = 44 4 A N~ D> D> I

1. Vitesse de la lumiére

Exemple 1.1

@ Effet Doppler

Certaines raies d’absorption du potassium (K et H) sont pres de A = 395nm.Dans la

lumieére d’une nébuleuse de la constellation Bodtes, on les observe a A ~ 447 nm, d’ou
AL 52

— =—~0.13.

A 395 (1.20)

Calculons la vitesse de la constellation.

M Solution :
Supposons encore une fois que V < c et que les formules de I’effet Doppler non-relativiste
sont valides pour la lumiere. La fréquence s’écrit v = ¢/A. 1l en découle donc que la
variation de fréquence

Av. AL ALV

T T Y, (1.21)

puisque % < 1. On obtient alors |V| ~ 0.132c¢, ce qui est quand méme tres rapide !

®

. J

Repéres inertiels en mouvement relatif

Selon la transformation de Galilée des coordonnées dans des repéres inertiels en mouve-
ment relatif par une vitesse constante V :

r=r +Vt
t=1
et donc
dr  d(X'+Vi) dr d(Vi)
_ ar_ _a 1.22
v dt dt dr’ dt ( )
= V+V (1.23)
AS A S
Y Y
: V=Ve,
I8 i r!
e :

Toutefois, selon les transformations de Galilée, la vitesse de la lumiére percue par un
récepteur s’approchant d’une source avec une vitesse V serait

”
cr=c+V. (1.24)

Malgré son caractere raisonnable, cette relation est incorrecte ; on observe
CR=C (1.25)

a partir de tout repere en mouvement par rapport a la source !



1.5

1.5 Expérience de Michelson-Morley

Remarque 1.1

o Addition de vitesses relativistes
C’est le résultat expérimental fondamental ! La base de la formulation relativiste des lois

de la physique ! o

Nous allons étudier une expérience conduisant a cette conclusion ; celle de Michelson et
Morley démontrant que la vitesse de la lumiere est indépendante de la vitesse de la Terre sur
son orbite.

Expérience de Michelson-Morley

Supposons d’abord, comme on 1’a déja cru, que la lumiere, a I’instar du son, a besoin
d’un milieu propagateur. Cet éther devrait déterminer la vitesse de la lumiére. On ne saurait
de plus accepter ’idée géocentrique que 1’éther est fixe par rapport a la Terre. 1l serait plutot
un repere inertiel dans lequel la Terre se déplace. L’expérience évidente consiste a mesurer
la vitesse de la lumiere en un point de la Terre dans toutes les directions et en différents
moments de I’année. Toutes les répétitions de cette expérience n’ont pas réussi a démontrer
un mouvement de la Terre par rapport a I’ éther et conduisent donc a nier son existence.

Deux ondes lumineuses émanant d’une source monochromatique commune interfeérent
en se superposant en un point donné. L’intensité lumineuse en ce point sera maximum ou
minimum selon que les ondes y arrivent en phase ou en opposition de phase. La différence
de phase peut étre due a une différence de la distance parcourue par les deux ondes émises en
phase par la source commune (cf. figure 1.13).

Dans I’expérience de Michelson et Morley, un faisceau émanant de S est séparé en deux
en A par un miroir semi-transparent... (cf. figure 1.14)

Lorsque cet interférometre est au repos dans 1’éther, les chemins optiques SABAD et
SACAD sont égaux et la différence de phase est nulle. Un patron d’interférence est visible
dans I’axe DA. Lorsque I’interférometre se déplace avec la Terre dans I’ éther avec une vitesse
V dans la direction de I’axe AC, les distances parcourues ne sont plus les mémes. D’apres la
transformation de Galilée, on devrait avoir, par rapport a la Terre, les vitesses de propagation
¢ —V pour le faisceau qui se propage selon AC et ¢+ V pour le retour CA. La durée du
parcours est dans le repere de la Terre :

D D 2Dc
/Al
At(AC'A") = c7V+c+V:(:27V2 (1.26)
2D V2

siV < c, ol D est la longueur des bras AC, AB, ou AD de I’appareil.
Pour le faisceau réfléchi en B, le temps correspondant est dans le repere de 1’éther (cf.
figure 1.15) :

%

2
At(AB’A”):z—l avec I°=|—1) +D? (1.28)
C C

Figure 1.12 a
Albert A. Michelson 1852-1931

Figure 1.13 <»

Lorsque qu’un signal lumineux S passe par des
fentes A et B, on observe un patron d’interférence
de la lumiére au point P.

= A4 A4 A N~ D> D> 7



Figure 1.14 <»

Linterféromeétre de Michelson et Morley consiste
en un systéme comprenant un faisceau émanant
de S séparé en deux en A par un miroir semi-
transparent. Apres étre réfléchi en C et B, les fais-
ceaux reviennent en A et une partie parvient au
point F ol on observe un parton d’interférence.

Figure 1.15 <»
Aller-retour de la lumiére entre les points A et B
dans le repére inertiel de I'éther.

8 = 44 4 A N~ D> D> I

1. Vitesse de la lumiére

donc
2D
At(AB'A") —
v2\1
c(l- =)?
2D 1v?2
— 14+ == 1.29
c ( T3 02) (1.29)
pour V < c.
g
>
A C
B |
v
B
E===
La différence de temps a parcourir ces deux trajectoires est
/Al /Al DV2
Aty = At(AC'A") — At(AB'A") ~ —— (1.30)

c3

Si on tourne I'interférometre d’un angle 7, la méme différence de temps devient (cf.
figure 1.16)

DV?
Aty >~ ————. (1.31)
C
Cette rotation produit, entre les deux faisceaux, une différence de phase
2DV?
Ap = o(An+|An|)~ o 3
2mc2DV?  4mD V?

e _ e (1.32)

A3 A

Durant une telle rotation le patron d’interférence observé dans I’axe DA devrait changer
appréciablement si la Terre se déplace a vitesse V dans 1’ éther. Avec V = 2.978 x 10*m/s,
vitesse orbitale de la Terre, et % =2 x 10° on devrait avoir A¢ = 0.2rad.

A 7//////////////%B

Depuis Michelson et Morley (1887), I’expérience fut reprise avec un degré de précision
croissant” et on n’a jamais observé un A¢ mesurable ! On doit conclure de cette expérience
négative que A¢ = 0, c’est-a-dire que V = 0 ol mieux, que 1’éther n’existe pas !

2(V0i1' La Recherche, édition oct. 79, et Brillet et Hall (Phys.Rev.Lett. 42, 549 (1979).)



1.6

1.7

1.6 Invariance de la vitesse de la lumiéere

Cette affirmation requiert toutefois quelques précisions. Notre compréhension actuelle
de la nature en termes de la mécanique quantique suggere que le vide tel qu’on 1’entend
normalement (absence de toutes particules) n’est pas vraiment « vide ». A cause des
fluctuations quantiques, pendant qu’un photon se propage il émet et réabsorbe continuellement
des particules et antiparticules qui forment ce qu’on appelle le « vide quantique » ou la
polarisation du vide.

Références 1.2

o Simulation en java sur le site web :
http ://www.brainflux.org/Physics/Special_Relativity/Michelson_Morley/index.html

http ://subaru.univ-lemans.fr/enseignements/physique/02/optiphy/michelson.html

==
o
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Invariance de la vitesse de la lumiére

L’expérience de Michelson et Morley suggere aussi que la vitesse de la lumiere est
indépendante du mouvement de la source et du récepteur.

Cette invariance de la vitesse de la lumiere est plus directement mise en évidence par
I’expérience de Sadeh’. Le positron et I’électron s’annihilent par 1’émission de deux photons
(cf. figure 1.17)

et te = yty. (1.33)

Avec des positrons (émis par **Cu) de vitesse proche de c et dirigés sur des électrons au repos,
Sadeh a observé que les deux photons atteignent simultanément des détecteurs équidistants
de la cible. IIs ont donc tous les deux la méme vitesse.

La source de ces photons est au centre de masse qui se déplace a la vitesse ~ c/2.
Puisqu’un photon est émis dans le sens général de la source et que 1’autre est émis dans un
sens presque opposé, il est manifeste que 1’addition de vitesse de Galilée est ici inapplicable !

L’invariance de c signifie que I’onde sphérique émise par une source lumineuse ponctuelle
apparaitra sphérique a tout observateur d’un autre systeme inertiel (cf. figure 1.18).

La vitesse ultime

Sl
—

Figure 1.16 «<»

La rotation de linterférometre de Michelson-
Morley aurait comme conséquence de déplacer
le patron d’interférence si I'éther existait. Ce n’est
pas le cas.

~
/

ol

- '{/9
/

—

¢
5

Figure 1.17 a
Expérience de Sadeh mettant en jeu des colli-
sions e +e¢~ — y+7, ou I'électron est au repos.

Figure 1.18 «»

Les référentiels S et S’ coincident a I'émission en
t =t =0. Puisque la vitesse de la lumiére est la
méme dans tous les référentiels, 'onde paraitra
sphérique quel que soit 'observateur.

= a9 4 A" D> D>1 9



Figure 1.19 <»

Relation entre la vitesse 8 = v/c et I'énergie ciné-
tique relativiste 7' (souvent aussi désignée par
K).

10 SR R B S VN N

1. Vitesse de la lumiére

Dans un accélérateur Van de Graaff, par exemple, on peut facilement soumettre des
électrons a une différence de potentiel de 10°V et leur donner 1’énergie cinétique

T = ep=1MeV=(1.6x10""C)(10°V)
~ 1.6x1071]. (1.34)

2

Un faisceau de N électrons par seconde, ainsi accélérés, délivrera une puissance de N x
1.6 x 10~'3W dans une cible. Un thermocouple peut mesurer cette puissance. On peut donc
déterminer expérimentalement 1’énergie d’un électron ainsi accéléré.

Par une mesure de temps de vol on peut aussi mesurer directement la vitesse de ces
électrons. Ces mesures conduisent a la courbe de la figure 1.19. Comme nous le verrons plus
loin, la relation entre la vitesse

B=v/c

et I’énergie cinétique 7', s’écrit

VT2 4+2Mc2T
—C

v=vl) = —ay

La vitesse n’excede jamais ¢ malgré 1I’augmentation de 1’énergie cinétique.

o T = 3Mv* ouv*> = 2T /M n’est donc valide que pour v < ¢ !

* cest la vitesse ultime.

Plusieurs accélérateurs et laboratoires modernes vérifient (implicitement) tous les jours

que :

* c est invariant par rapport a tous les reperes inertiels

* c est la vitesse maximum possible de toutes communications

* la transformation de Galilée est inadéquate aux grandes vitesses

* toutes les particules de masse nulle (y,V,V....) semblent se déplacer a cette vitesse c.

0.6F
0.4}
0.2

0.0 . . . . T
0

3(Voir Sadeh, Phys.Rev.Lett., 271 (1963).)



1.8 Exercices

1.8 Exercices

1.8.1 Vitesse de la lumiére

1.1

1.3

1.4

1.6

1.7

1.8

Expérience de Roemer

La période de révolution de Jupiter est 12 fois plus longue que celle de la Terre. Aussi,
considere-t-on que Jupiter est immobile sur un an par rapport a la Terre. La période
orbitale 7 de lo, lune de Jupiter , est de 42 heures. On détermine cette période en
mesurant le temps séparant les éclipses de Io (passage de o derriere Jupiter). Par contre,
lorsque la Terre s’éloigne du systéme Jupiter-lo, sur une orbite presque circulaire de
rayon R, et a une vitesse v;, la période des éclipses telle qu’observée sur notre planete
augmente 1égérement de dt. Cette augmentation est le résultat de la rotation de la
Terre d’un angle d0 sur I’orbite, et ce, pendant que o effectue une révolution complete
autour de Jupiter.

(a) Quel est le retard total AT accumulé pendant six mois d’observation ? On
considere que 1’axe Soleil-Terre fait un angle 6 avec 1’axe Soleil-Jupiter. En six
mois, cet angle passe de 6 =0 a 6 = 7w (Indice : il faut d’abord montrer que
d6 = (v;/R,)d puis utiliser AT = [ d71.)

(b) Selon les observations de Roemer en 1676, le retard accumulé durant les six mois
était d7 = 22min alors que le diametre terrestre était estimé a 2.829 x 10% km.
Quelle est la valeur de ¢ que Roemer calcula ?

(c) Etudiant modele, vous décidez de reprendre la méthode de Roemer tout en util-
isant les données actuelles : R, = 1.49 x 10%km, ¢=3.00x10%m/s, v, =
30km/s. Vous orientez vos observations du coté de Europa au lieu de Io étant
donné sa période orbitale plus longue 7 = 3.55 jours. Quelle différence max-
imale de période d7,,, vous attentez-vous a observer ? Quel retard total At
devriez-vous observer pour six mois d’observation ?

L’athlete chantant

Un homme posseéde une voix dont la fréquence moyenne est v;. Il désire confondre
un auditeur de fagon a ce que ce dernier entende grosso modo la fréquence Vy. A
quelle vitesse 1’émetteur doit-il courir et dans quelle direction ? On suppose que cet
homme est un baryton (v; ~ 400Hz) et qu’il désire se faire passer pour un haute-contre
(vf ~2000Hz). Peut-on obtenir le méme résultat en ménageant le chanteur ? Si oui,
comment ?

Le retard des éclipses de Io : une autre explication

On veut expliquer 1’élongation des périodes orbitales (périodes des éclipses) de o a
I’aide de I’effet Doppler classique. On considere alors le systeme Jupiter-lo comme
une source au repos émettant une lumiére modulée a une fréquence v = 1/42 cycles
par heure. Quelle variation de période subit ce signal lumineux lorsque 1’effet Doppler
est & son maximum (v, = 30km/s) ? Est-ce une explication valable du retard observé ?
Petites vitesses

Montrez que pour de petites vitesses, on peut difficilement faire la différence entre le
déplacement de la source et celui de 1’observateur.

Fréquences

Une petite boite émettant un son d’une fréquence de 540 Hz est attachée a une corde de
60cm. Si quelqu’un fait tourner la corde a 15rad/s, quelles sont les deux fréquences
extrémes que I’on peut entendre ?

Rouge ou vert

A quelle vitesse doit se déplacer un automobiliste pour voir un feu de circulation au
vert alors qu’il est au rouge ?

Transformations galiléennes

Généralisez les transformations galiléennes pour un repere se déplacant a une vitesse v
ayant des composantes en x, y et z par rapport a un systéme au repos.

Vitesse d’une nébuleuse

En mesurant la longueur d’onde de la lumiere rougeatre de I’hydrogene d’une nébuleuse
lointaine, on obtient une valeur de 708 nm. Quelle est la vitesse de cette nébuleuse par
rapport a nous, si on sait que, sur Terre, de I’hydrogene dans un tube néon produit de la
lumiere de 656nm ?

KW 4 NN N D> Db
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1. Vitesse de la lumiére

1.9 Ambulance
Un piéton se reposant sur un banc de parc entend venir une ambulance avec une
fréquence v; (on suppose qu’il a une bonne oreille). Une fois dépassé par I’ambulance,
le piéton entend une fréquence v,. Quelles sont :
(a) la vitesse de I’ambulance et
(b) la fréquence émise par cette derniere au repos ? (note : la vitesse du son dans
I’air est d’environ 300m/ s)

12 SR R B S VN N



Principes de la relativiteé restreinte
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A théorie que I’on appelle relativité restreinte a été élaborée dans un article d’Ein-
stein paru en 1905. Cette théorie n’avait pas pour but d’élucider des phénomenes
inexpliqués par la mécanique de Newton mais permettait plutdt, a la suite d’une
réflexion sur le concept de temps, d’intégrer certains résultats connus de 1’électro-

magnétisme de Maxwell en étendant le principe de relativité de Galilée a cette derniere.

2.1 Les principes fondamentaux
Voici les deux principes sur lesquels repose la relativité :
Postulat 2.1

Le principe de relativité : les lois de la physique doivent avoir la méme forme dans tous
les reperes inertiels.

Postulat 2.2
Universalité de la vitesse de la lumiere : la vitesse de la lumiere est la méme dans tous les
reperes inertiels. Cette vitesse ne dépend pas de 1’état de mouvement de la source.

2.1.1 Le principe de relativité

Le principe de relativité avait été€ énoncé par Galilée pour les phénomenes mécaniques.
On savait alors qu’il n’était pas possible de détecter la vitesse absolue d’un repere. Ce

Figure 2.1 A
Albert Einstein 1879-1955

Figure 2.2 <«»

Les deux reperes inertiels S et S, ou S’ se déplace
a vitesse V par rapport a S, sont choisis de telle
sorte que les axes Ox et Ox' glissent 'un sur
I'autre. Au moment ou les origines se confondent,
les horloges marquent t =" = 0.

"k 4 A > B> i 13



Figure 2.3 <»

Les horloges sont disposées régulierement le
long de l'axe Ox (ou Ox') et les observateurs
de chaque repére considerent comme instant-
origine le moment ou les points O et O’ coin-
cideront.

Figure 2.4 <»

Lorsque 'horloge C croise I'origine O du repére S,
le signal est émis. Aprés quelques instants, dans
S’, les horloges sont synchronisées.

14 = A4 4 A N D> D> i

2. Principes de la relativité restreinte

principe est contenu dans la loi d’addition des vitesses suivantes :
V=v-V 2.1

ol V est la vitesse du repere S’ par rapport au repére S.
Les équations de la mécanique de Newton sont invariantes sous cette loi de transformation.
En effet, comme :
, dv d(v-=V) dv
A=—=——"F-=—=a
dt dt dt
la forme de la deuxieme loi ne change pas, étant entendu que les forces et la masse sont des
quantités invariantes, ¢’est-a-dire elles ont la méme valeur dans S et dans .
Nous allons introduire une notion importante en relativité restreinte, liée a la notion de
repere inertiel : celle des observateurs inertiels.

2.2)

La notion d’observateur :

Cette notion, mal comprise au début, a été la cause de bien des incompréhensions
particulierement de la part des philosophes (par exemple Bergson). Il faut d’abord préciser
que I’observateur relativiste ne voit pas les phénomenes au sens habituel du mot voir. 11
recueille plutot des mesures de position et de temps en différents points de son repere. Ceci
présuppose que 1’on a placé en chaque point du repere une horloge et que cet ensemble
d’horloges est synchronisé. Une observation consiste donc a recueillir, pour une chose
qui se passe dans ce repere (un événement), un ensemble de valeurs pour la position (les
coordonnées x,y et z) et une pour le temps (7).

Nous allons supposer que les reperes en cause sont inertiels au sens des lois de Newton :
le corps sur lequel n’agit aucune force est au repos ou en mouvement rectiligne uniforme.

Pour des raisons de simplicité, nous considérerons dans ce qui va suivre deux reperes
inertiels S et S, ou S’ se déplace a vitesse V par rapport a S, de telle sorte que les axes Ox
et Ox' glissent I’'un sur ’autre. On suppose également qu’au moment ol les origines se
confondent, les horloges marquent ¢ = ¢’ = 0 (cf. figure 2.2).

Synchronisation des horloges

Synchroniser les horloges d’un repere, c’est faire en sorte que toutes les horloges de ce
repere marquent la méme heure en méme temps. Cela suppose au départ que ces horloges
marchent au méme rythme, ce sur quoi il n’y a pas d’objection de principe.

cJcyoielcl

0

550680,
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Supposons que dans le repere S (ou S'), les horloges sont disposées régulierement le long
de ’axe Ox (ou Ox') et que les observateurs de chaque repére acceptent de considérer comme
instant-origine le moment ol les points O et O’ coincideront ; supposons de plus qu’un signal
lumineux sera émis a cet instant. Nous supposons ici que ce signal servira a déclencher le
départ de ces horloges.

Voyons, par exemple, comment 1’observateur du repere S’ devra préparer ses horloges
avant que O et O’ coincident (cf. figure 2.3).

Sur chacune des horloges, il place I’aiguille a I’instant ou elle devra étre au moment du
déclenchement par le rayon lumineux c’est-a-dire a I'instant #' = [/ ¢ ; ainsi sur les horloges
G et D l'aiguille sera a ti =11/ c, sur les horloges G, et D, elle sera a té = I,/ c et ainsi de
suite. L’horloge C, placée a Iorigine, est évidemment a ¢/ = 0.



2.1 Les principes fondamentaux
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Emission d’un signal lumineux.

0]

Lorsque I’horloge C croisera 1’origine O du repere S, le signal lumineux sera émis, et
quelques instants aprés, on observera dans S’ que toutes les horloges marquent la méme
heure, ¢’est-a-dire qu’elles sont synchronisées (cf. figure 2.4).

Comment 1’observateur S juge-t-il la synchronisation des horloges du repere S’ ? (cf.
figure 2.5 et 2.6).

La figure 2.5 montre la situation au moment de 1’émission du signal lumineux. L’ob-
servateur S ne peut faire autrement que constater (cf. figure 2.6) que le front L, (qui va
vers la gauche) rencontrera I’horloge G avant que le front d’onde L; (qui va vers la droite)
ne rencontre 1’horloge D ; ’horloge G, selon lui, sera déclenchée avant I’horloge D. Les
horloges de S’ ne seront donc pas synchronisées selon 1’observateur du repere S.

Evidemment, pendant que S’ préparait ses horloges avant I’instant initial, S faisait la
méme chose dans son repere si bien que I’observateur S’ arrive aussi a la conclusion que les
horloges de S ne sont pas synchronisées mais que les siennes le sont.

Tous les deux ont raison et c’est 12 une des conséquences importantes des postulats de
la relativité : la synchronisation est un phénomene relatif. On verra qu’il en découle que la
simultanéité de deux événements est aussi quelque chose de relatif.

CRoscRelel _—
(A

Pour I'observateur S, le front L, (qui va vers la
A gauche) atteint I'horloge G avant que le front
L, 0 L, d'onde L, (qui va vers la droite) ne rencontre

I’horloge D; donc I'horloge G, selon lui, sera dé-
clenchée avant I'horloge D. Les horloges de '
ne paraissent donc pas synchronisées selon I'ob-
servateur du repére S.

v

2.1.2 Systéme d’unités naturelles *
Le systeme d’unités SI (systéme international) requiert trois étalons de mesure :

[longueur]s; = 1 m
[temps]sr = 1

[masse ou énergie|s; = 1 kg ou 1J

Mais étant donné le caractere fondamental donné a la vitesse de la lumiere (c), il est plus
naturel et dans certaines situations (notamment pour des domaines ou 1’on travaille toujoutrs
avec des systemes relativistes), plus pratique d’exprimer une vitesse comme une fraction de
c.

Vitesse = fraction de ¢ 2.3)

Cette convention suggere un nouveau systeme de mesure : le systeme d’unités naturelles
(SN). Dans certaines situations, notamment pour des domaines ot I’on travaille toujoutrs avec
des systemes relativistes, il est pratique d’exprimer les vitesses comme des fractions c. Alors,
par convention, la vitesse de la lumiere ¢ dans SN prend la valeur de 1 (sans dimensions), ce
qui revient a dire que nous mesurerons le temps en metre tout comme les distances. Pour
convertir en SI, nous utiliserons les relations suivantes :

2998 x10°m/s = _1
—_————— ~~
SI SN

c’est-a-dire

Is = 2.998 x 10m
SI SN

= A4 4 A D> D> 1 15



16

<A 4 AN N D

D>

2. Principes de la relativité restreinte

ou encore

3.3356 x 107 %s = Im
N———— ~—~
SI SN

On peut vérifier, par exemple, que la vitesse n’ayant pas de dimensions, on mesurera
I’énergie en Joule (J), en MeV ou encore en kg
[Elg=1 — [Elgy=1Jou
[E]g;=MeV —  [E]gy = MeV ou
[Elgs = kgm?®/s* —  [E]gy = ke

tout comme 1’impulsion

[Plsg=Ts/m — [plgy = Jou
[Pls; = MeVs/m [plsy = MeV ou

[plss=kgm/s — [plsn = kg

1

et accélération en m !

la]g; = m/s2 — lalsn = m,

etc.
On remarque donc de ces exemples que les unités de longueur et de temps coincident
[longueur| = [temps] 2.4
Une quantité dans les unités SI qui possede des dimensions
EPLITT
ou E, L et T représente les unités de masse, longueur et temps respectivement, aura des unités

EPLITT

Pour la conversion du systeme SI au SN (systéme d’unités naturelles) il suffit de multiplier
les unités de secondes par c :

(Tlgt — [Tclst = [Tlgn
et donc une quantité arbitraire
EPLIT" — [EP (L) (T ¢)lg = [EPLT |4

ol les quantités dans les crochets [A]qy et [A]g; sont exprimées en unités SN et SI respective-
ment. C’est-a-dire que I’unité de temps, la seconde s est remplacée par 2.998 x 10 m.

Temps: s — 2.998 x 108m.

Inversement, tous les temps en unités SN doivent étre convertis en secondes en passant aux

unités SI
| -m
- — U ls1
ClsN

¢’est-a-dire que 1’unité de temps m est remplacée par (3 x 1073 )~ !'s.

Temps: m — 0.333..x 1075 s.



2.1 Les principes fondamentaux

Exemple 2.1
@ Unités naturelles
Considérons une accélération a = 9.8m - s~ posséde les unités

lals1 = [L'T?]s1 = [alsn = [L 7] = [(L)l (Tc) 72} S

2

Convertissons I’accélération a« = 9.8 m- s~2 en unités SN et ’accélération « = Im~! en

unités SI.

M Solution :
Numériquement

1
(2.998 x 103 m/s)?

=9.8 (2998 x 10%) “m"!
=1.0903 x 10~ 'm™"

[a)sy = 9.8m/s?

Autrement dit, il suffit de remplacer 1s par (3 x 1078m- s~ ') 12 ot elle apparait dans les
unités SI.
Inversement, pour une accélération de 1 m~!

lasn — [als1 = [L'T s = [L 7' ¢*] sn

lasi = 1m'x(2.998 x 10%m/s)>
= (2.998x 108)" m/s?
8.988 x 10'°m/ s

Le passage aux unités SI requiert un facteur de conversion de ¢’ par analyse dimension-

nelle, puisque les unités d’accélération doivent étre des m/s>. @

| v

Autrement dit, du SI au SUN, on replace simplement le joule, le metre et la seconde par
les facteurs suivant

Energie : J(ou MeV) — J(ou MeV)
Longueur : m — m
Temps : s —  2.998 x 108m.

Inversement, du SUN au SI, il faut connaitre le contenu énergie-longueur-temps associé a
une quantité pour effectuer la conversion :

Energie : J(ouMeV) — J(ou MeV)

Longueur : m — m
Temps : m — 3.3356x10%s
avec
1] = 624x10”MeV
1 MeV = 1.602x10°"J

Voici quelques exemples de conversion :

KW 4 NN N D> DD
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2.2

Figure 2.7 <»

Diagramme espace-temps et lignes d’univers. (A
noter que les axes sont inversés par rapport a
'usage commun).

18 = 44 4 A N D D>

2. Principes de la relativité restreinte

Vitesse de la lumiere  2.998 x 108m/s 1

Vitesse \% B =V /c (fraction de c)
Masse 1kg 1kg
Longueur 1m 1m

Temps ls 2.998 x 108 m
Impulsion 1MeV/c 1MeV

Energie 1 MeV 1 MeV

Les unités MeV (Méga-électron-Volt) sont des unités d’énergie équivalente & 10°eV
=1.602 x 107137.
Le SN posseéde donc les avantages suivants :
1. moins d’unités fondamentales
2. simplification des équations en posant ¢ = 1.

Equation SI Equation SN

B=V/c B=V
1
2\ 72 _1 _1 _1
=(-8)"=0-m7  r=-vi=g-py!
E = mc? E=m
E=\/p’ tm2ct E=\/p>+m?
— my — — my J— —
pP= 17%*7’”" p—m—}’ﬂw—ymﬁ

Relativité et géométrie : les diagrammes espace-temps

ct parficule

lumiére

&

Il est essentiel d’étre a I’aise avec la géométrie de la relativité restreinte. Pour y arriver
nous utiliserons un outil graphique pour mieux visualiser les événements et phénomenes
comme des positions d’espace-temps : les diagrammes espace-temps, aussi appelés dia-
grammes de Minkowski. Les diagrammes d’espace-temps mettent a profit la géométrie
particuliere, dite de Minkowski, de la relativité restreinte.

Dessinés sur un plan, ces diagrammes n’auront que deux dimensions (x et ct) (cf. figure
2.7). Définissons d’abord quelques objets :

Vocabulaire :
a) Evénement & : un point dans I’espace-temps ;
b) Ligne d’univers de la lumiére : trajectoire d’un photon dans 1’espace-temps. Elle est
identifiée a une ligne a 45° dans le diagramme ;
c) Ligne d’univers d’une particule : trajectoire de la particule dans 1’espace-temps. Celle-ci
ayant une vitesse v < 1 (comme nous le verrons plus loin), sa ligne d’univers fait un
angle plus petit que 45° avec I’axe ct ;



2.2 Relativité et géométrie : les diagrammes espace-temps

d) Fraction de la vitesse de la lumiére 3 : on définit la quantité § comme
v
P=2
La vitesse de la particule 3 correspond a I’inverse de la pente de la ligne d’univers soit
B = tana ot & est ’angle entre la trajectoire et I’axe du temps

C Ax/Ar Ax

= — =tanQ
C CAt

B

Notation :
a) Les lettres cursives (&, Z, 2, etc.) seront utilisées pour désigner les événements ;
b) Les coordonnées seront appelées ct, x, y et z. Cependant, dans des expressions plus
formelles, on emploiera par exemple, la notation x* ot yu prend les valeurs 0, 1, 2
et 3. Ainsi X% = ct, x! = x, X2 = yet x> = z. Les valeurs 0,1,2 et 3 ne sont pas des

exposants mais des indices.

ct ct’
«
(0}
4 5() 1
0]
0)
Systéme de

Dans certains cas, on pourra utiliser la notation x’ oli i prendra les valeurs 1,2 et 3. On
auradonc : x! =x, x> =yetx’ =z.

Remarque 2.1

o Notation d’Einstein
En résumé, les indices grecs [L,V,p... etc., prennent les valeurs 0, 1,2 et 3 tandis que les

indices latins i, j, k, etc., prennent les valeurs 1,2 et 3. o

L’utilisation des diagrammes espace-temps est d’autant plus utile qu’elle permet la
représentation simultanée des points de vue des observateurs dans S et dans S’ et en principe
de tout autre repere inertiels. Voici comment ceux-ci sont construits.

2.2.1 Systéme de coordonnées d’un autre observateur

Nous venons de voir comment on peut représenter des événements pour 1’observateur
du repere S. Qu’en est-il pour un observateur dans un repere S’ se déplacant a vitesse V par
rapport a S ? Nous allons essayer de représenter sur un méme diagramme les deux points de
vue (cf. figure 2.8).

e L’axe du temps de S' (c’est-a-dire O’ — ct’) : Cet axe est le lieu des points pour lesquels
x' =0 c’est-a-dire la ligne d’univers de 1’origine du repére S’ tel que vu dans S. C’est
donc une droite qui fait avec I’axe O — cf un angle inférieur a 45°.

e L’axe de I’espace de S’ (c’est-2-dire O’ —x') : C’est le lieu ol les événements, dans le
repére S, sont simultanés avec 1’événement-origine (rencontre de O et O). Pour trouver
ce lieu, nous aurons recours a une construction géométrique faisant intervenir les principes
énoncés plus haut. Placons-nous dans S’ et supposons qu’un rayon lumineux a été émis
au point O’, a 'instant ¢’ = —a (événement & ). On suppose que le rayon est réfléchi en

Figure 2.8 <»

Systéme de coordonnées S’ sur un diagramme
d’espace temps: I'axe-temps de S’ (c'est-a-dire
O’ — ct') correspond a la ligne d’univers de l'orig-
ine du repére S’ tel que vu dans S.

ct!
+a P
45 R
O/
zl
45
al e
a
Trajet des
Figure 2.9 A

Trajet des rayons lumineux dans §'.
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X' = a (événement Z ) et qu’il repasse par I’origine a U'instant ¢’ = +a (événement & ),

la valeur a étant arbitraire (cf. figure 2.9).

Reprenons le diagramme initial et essayons d’y placer les événements &, % et 2. & et
2 correspondent a ct’ = 4-a sur I’axe des ct’. 1l est facile dans un premier temps de placer
I’événement & , on trace des droites a 45 ° représentant des rayons lumineux. L’intersection
de ces droites nous donne % . 1l suffit de tracer une droite passant par ce point et par
I’origine, pour avoir I’axe O —x’. La géométrie nous montre que cet axe O — x'est disposé
symétriquement par rapport a la droite-lumiere (cf. figure 2.10). Il est important de remarquer
que nous n’avons pas encore introduit d’étalonnage sur les axes ; cela viendra plus loin.

On voit aisément, par exemple, que deux événements simultanés dans un repere ne le sont
pas dans I’autre (cf. figure 2.11). Dans S, de tels événements sont sur une droite parallele a
I’axe O — x, donc perpendiculaire 2 I’axe O — cz. Par contre dans S, les projections de ces
événements sur I’axe O — ct’ montrent des instants différents (les projections se font toujours
parallelement aux axes). Cette simultanéité relative vient du fait que la vitesse de la lumiere
a une grandeur finie. Cela avait échappé a Newton et a ses successeurs. En faisant du temps
une quantité absolue, Newton supposait implicitement une synchronisation des horloges a
I’aide d’un signal de vitesse infinie.

Les diagrammes suivants représentent la méme situation physique. A la figure 2.12, on
a la représentation de S’ dont la vitesse est V vers la droite le long de O — x tandis qu’a la
figure 2.13, on a la représentation telle que vue dans S’ pour qui S se déplace avec une vitesse
V vers la gauche. Il est aussi possible de placer plus de deux référentiels (S,S’,S”,S"”...)sur
le méme diagramme.

Figure 2.10 <»
Trajet des rayons lumineux dans un diagramme
espace-temps.

Trajet des rayons lumineux

2.3 Lintervalle et son invariance

Considérons deux événements & et &, reliés par un rayon lumineux (cf. figure 2.14).
Dans S, on a

cAt = cty — cty,

Ax:XZ—)C],
Ay =y, —y1,
Az=2720—71.

Puisque la lumiere se propage a c, le délai entre I’émission et la réception est

oA VA0 (4 ¢ ()

ou encore
(cAr)? = (Ax)? = (Ay)> — (A2)* =0 (2.5)
en raison du fait que nous avons posé ¢ = 1. De la méme facon, dans S', on a
cAt' = cth — ct],
AX = —x],
AY =y, =1,
A7 =7, —7.

20 = 44 4 A N D D>



2.3 Lintervalle et son invariance

En raison de I'universalité de c, , le délai entre 1’émission et la réception est

A @) a2y
C (&

et on obtient aussi

(cAr')” — (AX) — (&) = (A7) =0 2.6)

Nous allons maintenant introduire une des notions les plus fondamentales de la relativité
restreinte : I’intervalle.

Supposons deux événements quelconques séparés dans 1’espace de Ax, Ay et Az et dans
le temps de cAz. On appelle intervalle entre ces événements la quantité

As? = (cAr)? — (Ax)* — (Ay)? — (A2)?. (2.7)

'En relation avec ce que I’on vient tout juste de voir, on constate que si As” est nul pour deux
événements donnés, As’ est également nul. Qu’en est-il pour deux événements quelconques ?
En géométrie tridimensionnelle, la quantité

Ar = \/ (Ax)* + (Ay)* + (Az)* (2.8)

est appelée distance entre deux points. Cette quantité conserve sa valeur lors d’une rotation
du systeme de coordonnées, c’est-a-dire que dans le nouveau repere

Ar =AY
(Ax) + (Ay)? + (A2)* = (&) + (&) + (A7)

Voyant dans la définition de I’intervalle une analogie avec celle de la distance en 3D, nous
allons accepter qu’il y a une invariance de I’intervalle lors d’un passage des coordonnées de
S(ct,x,y,z) aux coordonnées de S'(ct’,x',y',7) :

(As)? = (As'). (2.9)

Ce qui suit est une démonstration importante de ’invariance de I’intervalle, c’est-a-dire de
la derniere équation. On peut admettre que les relations mathématiques entre les coordonnées
du repere S’ et celles du repere S sont des relations linéaires. En effet, cela revient 2 admettre
qu’il n’y a pas de déformation de I’espace selon la distance a 1’origine ni de déformation du

"Dans la littérature, on retrouve aussi la définition As®> = — (cAr)* + (Ax)* + (Ay)* + (Az)*. Cela correspond 2
la convention de signes (—,+,+,+) pour la métrique. par opposition a celle que nous avons choisie partout dans le
texte soit (+, —, —,—).

Figure 2.11 <«»

Deux événements simultanés dans S ne le sont
pas dans S'. Pour le systéme S’, on détermine les
coordonnées (X', ct’) en se déplagant paralléle-
ment aux axes O’ — ct’ et O’ — cx’ pour atteindre
les axes O' — cx’ et O’ — ct’ respectivement.
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ct

ct’

Figure 2.12 a
Représentation de §' ayant une vitesse V vers la
droite le long de O — cx.

\ 2

Figure 2.13 A
Représentation telle que vue dans S’ pour qui S
se déplace avec une vitesse V vers la gauche.

22 = 444 4 A N D> D> i
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temps selon 1’endroit ou on se trouve dans le repere. (Dans le cas contraire, il faudrait faire
appel a la relativité générale.) Alors en général

cAt' = agg cAt + agi Ax + agp Ay + a3 Az
AY = ajgcAt +ay Ax+apAy +anAz
Ay = ..

A7 = ..

Ainsi les quantités ct’, x', ¥ et Z/ sont des combinaisons linéaires des quantités cz, x, y et
z et I’on peut écrire :
(A)? = (car) = (a¥)* = (&) — (a2)? (2.10)

En utilisant les relations linéaires précédentes, il est facile de voir que

(@00 AT + agi Ax + ag Ay + agzAz)?
= ady(cAt)” +2apoao; (cAt) (Ax) +...

(cAt’)2

et que (As’)? s’écrira sous la forme
(A5)" = (ear)* = (a¥)" — (&Y)" — (A7)
= Moo (Ax%) (AX°) + Moy (AX°) (Ax") + ..
+ Mo (Ax') (AX) + My (Ax') (Ax") + ...
+.

o
=¥ Y Map(ax) (&)
o=0pB=0

ol & et 3 prennent les valeurs 0, 1,2,3 ; les coefficients M, peuvent étre des fonctions de
V, la vitesse relative des deux reperes.
On peut supposer que M est symétrique, c’est-a-dire

Mgyp = Mg, pour tout & ou f3
étant donné que seules les sommes Mg + Mg, apparaissent dans I’équation (2.10)
La relation
303
= Y Y Myp (Ax%) (Axﬁ) 2.11)
a=0B=0

doit étre valide pour (As)*> = (As')> = 0. Appliquons celle-ci au cas (As)? = 0. Ceci nous
permet d’écrire a partir de (2.5),

cAt = Ar
Ar = {(Ax)2+(Ay)2+(Az)2} (2.12)

BI—

quantités que 1’on substitue dans I’équation (2.10) d’ou :

(AS/)2 = Moo (Ar)2 +2 iMQ[ (A)CI) Ar
i=1
3 3
+Y Y My (&) (Ax). (2.13)

i=1j=1

Mais, nous avons vu que (As’)* = 0 lorsque (As)> = 0, alors

3 3 3
0= Moo (Ar)” +2Ar Y Mo; (Ax) + Y Y My (Ax) (A7) . (2.14)
i=1 i=1j=1
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Puisque cela doit étre vrai pour des valeurs arbitraires de Ax' , il en découle que chacune
contributions au deuxieme terme doit étre nulle

My=0; i=1,273 (2.15)

et que la somme dans le troisiéme terme doit annuler exactement le premier terme qui est
proportionnel a (Ar)2 alors

w

3
0=Moo (Ar)>+ Y ¥ My (AX) (Ax/). (2.16)
i=1j=I

Ceci est possible seulement si
M;j=—Myd;;; i,j=1,2,3 (2.17)

ou &; ; est le delta de Kronecker, ainsi défini :

1 osioi=j
5,,_{ 0 s it) (2.18)

L’équation (2.10) peut donc s’écrire :

(85)? = Moo [(cr)” = (A2)” - (&y)* — (A2)?]. 2.19)

Si Myy ne dépend pas de Ax', il peut dépendre de la vitesse entre les reperes. Si nous
définissons une fonction

F(V) =My (2.20)

nous arrivons au résultat suivant : [’universalité de la vitesse de la lumiere implique que les
intervalles (As)” et (As')? entre deux événements satisfont la relation :

(A5')* = F(V) (As)? @.21)

11 nous reste a montrer que f(V) = 1.

Pour y arriver, considérons une regle placée perpendiculairement a I’axe O — x, dans S
avec le talon a I’origine. Cette régle sera donc perpendiculaire a I’axe O — X'et a la vitesse du
repére S’ par rapport a S, étant donné notre convention, depuis le début, de faire glisser les
axes O —x et O —x’ I'un sur I’autre. Nous supposerons que cette régle coincide avec 1’axe
O —y, ce qui n’enleve rien a la généralité de la démonstration.

Supposons que I’observateur de S a aussi une régle semblable disposée le long de O —y/
et qu’il a attaché un pinceau a la marque de 1 m, pour fixer les idées. Faisant I’hypothese que
la régle en mouvement de S’ est plus courte, I’observateur de S s’attend donc a voir la trace
du pinceau a 0.99 m, disons. Que pense S” ? 1l voit venir vers lui une régle de S ; elle doit
donc étre plus courte donc il s’attend a laisser sa trace a 1.01 m.

Il est bien entendu que cette trace ne peut se faire a deux endroits en méme temps et la
seule conclusion que I’on peut tirer c’est que les distances perpendiculaires a la vitesse V
sont les mémes pour les deux observateurs. Donc,

W)? = (&) (2.22)
(A2 = (A7) (2.23)

d’ott My = M3z = —1. Puisque —Mp, = —M33 = —My1 = Moo = f(V) alors (V) =1et

(As')? = (As)?. (2.24)
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Figure 2.14 <»
Diagrammes espace-temps pour deux événe-
ments & et & reliés par un rayon lumineux.

Remarque 2.2

o Invariance de I’intervalle
Sous forme matricielle, le traitement précédent prendrait la forme

X =AX
avec
cAt’ cAt app 4ol ag2 aop3
/
x=| & x| & A_ | @0 an ann ai
Ay Ay a)) ax ap aj3
A7 Az ax) a3 ayp  as;
Définissant la matrice D
1 0 0 0
0 -1 0 0
P=19 o -1 o
0 O 0o -1
Iintervalle s’écrit dans le systeéme S’
(As')* =x"TDX’

Alors utilisant X' = AX
(As')? = (AX)T DAX = XT (ATDA) X = X" MX

avec M
M = (A"DA)

L’invariance de I’intervalle que nous venons de démontrer implique donc que
(As')* =XTMX = X"DX = (As)?

ou
M =D.

Pour résumer :
* Une des conséquence de 1'universalité de la vitesse de la lumiere se traduit par I’invariance
de la quantité appelée I’intervalle

(A5')? = (As)?. (2.25)

24 = 44 4 A N D D>



2.4 Classification des événements et temps propre

* Dans la direction y et z, il n’y a aucun mouvement relatif donc les distances le long de ces
axes ne sont pas affectées alors f(V) = 1.

2.4 Classification des événements et temps propre

Une notion importante sur laquelle nous reviendrons dans le chapitre suivant est celle
du temps propre. On appelle femps propre () le temps mesuré entre deux événements par
I’horloge du repere dans lequel les deux événements se situent au méme endroit (méme
coordonnées d’espace). Puisque dans ce cas, il n’y a eu aucun déplacement

(A5)? = (cAr)® —(Ax)* = (Ay)* — (A2)
= (cAr)?—(Ar)? = (cAr)?

c’est-a-dire, le temps propre est I’intervalle.

ct
cone de lumiére
C futur )
7
[ ]
S
o X
&
ailleurs
— - | 7\77,\
' passé
N - - _

Par ailleurs on peut se servir de I’intervalle (As)2 pour déterminer la relation entre deux
événements. Cette quantité détermine en quelque sorte 1I’écart entre le carré de la distance
que parcourrait la lumiere pendant le temps (cAt)2 et le carré de la distance en les deux
événements (Ar)z. Qui plus est, I’intervalle est une quantité indépendante des observateurs
(ou invariante). On peut donc caractériser une paire d’événements de la fagon suivante :

* Si I'intervalle entre deux événements (&£ et .%”) est négatif, on dira qu’il est du genre-

espace ;
(As)* = (cAr)? — (Ax)> — (Ay)* — (A2)* < 0
ou
(cAr)? < (Ar)?
~—— ——
distance parcourue distance entre
par la lumiere les événements

* Si 'intervalle est positif (& et .77), on dira qu’il est du genre-temps

(As)? >0
ou
(cAr)? > (Ar)?
~—— ——
distance parcourue distance entre
par la lumiere les événements

* Alors que s’il est nul, on le dira du genre-lumiére.

(As)* =0

Figure 2.15 <«»

Lensemble des événements contenus dans le
cone inférieur forment le passé absolu de &’; ceux
du cbne supérieur, le futur absolu de & (événe-
ments du genre-temps). Les événements a I'ex-
térieur du céne constituent l'ailleurs de & (événe-
ments du genre-espace).
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ou
(cAr)? = (Ar)?
—— ——
distance parcourue distance entre
par la lumiere les événements

Par rapport a un événement donné & , I’ensemble des événements contenus dans le
cone inférieur forment le passé absolu de & ; ceux du cone supérieur, le futur absolu de &
(événements du genre-temps). Ceux qui sont a I’extérieur du cone constituent I’ ailleurs de &
(événements du genre-espace). (cf. figure 2.15).

(As)* <0 ; genre-espace (causalité impossible)

(As)2 >(0 ; genre-temps (causalité possible)

(As)2 =0 ; genre-lumiere (causalité possible par lumiere).

On voit donc que chaque événement a son passé, son futur et son ailleurs. Quant au
présent, il n’existe a toutes fins pratiques qu’en un point.

Cette facon de voir est radicalement différente de celle qui avait prévalu jusqu’en 1905
ol le temps était quelque chose d’absolu.

2.4.1 Relation de causalité

Puisque les coordonnées des temps changent d’un observateur a I’autre, on serait en droit
de se demander si I’ordre dans lequel se déroulent deux événements est le méme pour tous
les observateurs.

Dans la négative, cette possibilité modifierait la notion de causalité (relation de cause a
effet) en permettant pour certains observateurs d’observer I’effet avant la cause.

En fait, il est facile de démontrer en utilisant un diagramme d’espace-temps que le
principe de causalité est préservé.

Posons un événement & en cty = 0 qui est la cause de I’événement .7 en ct > 0.
Ce dernier événement doit se trouver dans le futur absolu de &, c’est-a-dire dans le cone
supérieur du diagramme et

(cty —ctg) >0

et bien sir, il faut que I'intervalle soit (As)2 > 0 Alors, pour un référentiel quelconque ',
I’axe O’ — ct’ se trouve aussi dans le cone et il est évident que cr, = 0 et que la coordonnée
temps de I’événement .7 sera cr’, > 0. Donc, quel que soit I’observateur, I’événement &
précede 1’événement .7 dans S aussi bien que dans S'.

ctly > ctp

Le choix de cts = ct), = 0 étant arbitraire, la conclusion s’applique a toute paire d’événe-
ments reliés causalement

Figure 2.16 <»

Calibration des axes: Les deux branches d’hyper-
boles (h; et hy) correspondent a des événements
de genre-espace par rapport a I'événement O
(rorigine) alors que les deux branches d’hyperbo-
les (h3 et hg) correspondent a des événements
de genre-temps.

1

h
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2.5

2.6

2.6.1

2.5 Limites de la relativité restreinte

On peut aisément admettre que 1I’événement . de la figure 2.15 ne peut étre 1’effet de
I’événement & car la distance (selon O — x) est trop grande pour qu’un rayon lumineux ait
pu connecter ces deux événements. Il n’y a donc pas de relation de causalité (ou de cause a
effet) entre les deux événements. Il en est de méme pour tous les événements de I’ailleurs de
& ; ainsi I’événement & ne peut étre I’effet d’aucun événement situé dans 1’ailleurs-passé.

Par contre, une relation de causalité est possible entre & et .7 qui est dans le futur absolu
de & . En effet, il est possible qu'un rayon lumineux ou qu’un signal moins rapide ait
connecté ces deux événements, ce qui veut dire que & pourrait étre la cause de .7. De méme
& peut étre ’effet de tout événement faisant partie de son passé absolu.

Limites de la relativité restreinte

Il est bon de rappeler les limites dans lesquelles nous travaillons ici, c’est-a-dire les
limites d’application de la relativité restreinte :

Les systemes considérés sont des systemes inertiels. On parle donc ici de systémes qui ont
des vitesses rectilignes uniformes donc absence de toute accélération.

La gravitation est nulle ou négligeable. La métrique (de Minkowski) est donc plate. Dans le
cas contraire, nous aurions a introduire une métrique courbe est devrions passer a la
relativité générale pour traiter le probleme.

Les masses et énergies totales sont réelles et positives. Nous ne considérons pas d’objets
exotiques comme des tachyons.

Dans la limite ou les vitesses sont petites par rapport a c, les effets relativistes peuvent étre
négligés a la faveur de la mécanique de Newton.

Une nouvelle cinématique

Nous allons pousser un peu plus loin notre analyse des conséquences des deux principes
de la relativité restreinte en étudiant de fagon plus détaillée la géométrie quadridimensionnelle
qui découle de I’invariance de I’intervalle. Pour des raisons de simplicité, nous resterons
dans le plan qui contient les axes x et ct.

Graduation des axes

Dans tous les reperes inertiels, la quantité (ct)2 — x? est la méme. Posons donc 1’équation

(ct)? —x*=—1

qui donne deux branches d’hyperboles (2 et /;) qui sont les lieux d’événements de genre-
espace par rapport a 'événement ¢ (I’origine). (As)” = (As' )2 = —1 pour tous ces événe-
ments (cf. figure 2.16).

2f e ct!
7
,,,,/
1.5 -
. o
B/
A —7 1
P
I,
0.5
a
0 0.5 1 1.5 2

D’autre part, (ct)2 —x2 =1 donne deux branches d’hyperbole (i3 et hy) qui sont les
lieux d’événements du genre-temps par rapport a & et pour lesquels (As)2 = (AY)*=1.0n

Figure 2.17 <«»
Durée de temps correspondant a ¢ = 1m dans
les deux systémes S et .
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2. Principes de la relativité restreinte

remarque que toutes ces hyperboles sont asymptotiques aux droites de pente £ 1, c’est-a-dire
des droites-lumieres.
Prenons 1’hyperbole /3 dont I’équation s’écrit

()P —x*=1= (ct')Qfx'z

Pour x = 0, 'intersection avec I’axe temps O — ct nous donne I’événement qui survient &
I’origine apres une durée correspondant a ¢t = I m

o/ :(ct,x) = (1m,0m)

(cf. figure 2.17). De méme, sur cette hyperbole, Iintersection avec I’axe O' — ¢’ (O — ct’)
nous donne I’événement qui survient a 1’origine aprés une durée correspondant a ¢’ = 1'm.

B (ct',x')=(1"'m,0m)

L’étalonnage se fait comme suit : Selon S, I’événement % se situe a
P : (ct,x) = (lcosa,lsina)
ou [ est la distance 0% dans S. Mais

1 = (ca)=2

(Icosa)? — (Isinax)?

= P (cosza - sinzoc)

Alors puisque tanoe = V /¢ et utilisant

1 1
cosa = =
Vi+tanZa  /1+V2/c2
, tana V/c
sinag =

VTtanta V1+V2/c2

1
1 2/:2 2
=1 _ Ve
1+V2/c2 14V2/c?

1+V2/c?
1-V2/c?

on peut réécrire

d’ou on tire

14+V2/c2
1-V2/c?
dans le diagramme espace-temps. Donc 1’échelle de S’ peut se définir, par exemple sur un
papier quadrillé comme

La longueur de 0% sera [ = 1’ m dans S’ mais elle correspond a une longueur

m

S:1lcm :1m

[14V2/c?
/. .
S :lcm : mm

Si on fait la projection du dernier événement (soit %) sur I’axe O — ct (soit &7), on
remarque que la distance O.<7 est supérieure a 1, ce qui signifie que les durées qui s’écoulent
sur les horloges de S’ sont plus longues lorsque mesurées dans S. De la méme fagon, si
on fait la projection de I’événement . sur ’axe Oct’, on remarque que la distance 0.&/
est inférieure a 1'm, ce qui signifie que les durées qui s’écoulent sur les horloges de S sont
plus courtes lorsque mesurées dans S’ ou inversement que les durées qui s’écoulent sur les
horloges de S’ sont plus longues lorsque mesurées dans S. C’est ce qu’on appelle la dilatation
du temps ou encore le ralentissement des horloges. Ce phénomene, prévu par la relativité
restreinte, a été observé avec grande précision.
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2.6

Diagrammes espace-temps

Un repere S’ se déplace a une vitesse 0.8 ¢ par rapport au repere S. Deux événements
se produisent : I’événement 1 a x; = 10m, ct; = 60m et I’événement 2 a x, = 50m,
ctr =90m.

(a) Construisez deux diagrammes espace-temps illustrant ce cas, I’'un montrant le
point de vue de S (axes cf et x orthogonaux) et I’autre le point de vue de S’ (axes
ct’ et X’ orthogonaux).

(b) L’un des deux événements décrits peut-il influencer 1’autre et, si oui, lequel ?

Simultanéité

Un événement A a lieu a I’origine du repere S a cr = 0. Un autre événement B, séparé
du premier par une distance de 2.5 x 10’ m a lieu 10 secondes plus tard. Trouvez la
vitesse de S par rapport a S pour laquelle les événements A et B :

(a) ontlieu au méme point ?

(b) ont lieu simultanément ?

(¢) Dans le cas (a), quel est le délai ct’ entre A et B ?

Classification des événements
De quel genre (temps, lumiere ou espace) sont les événements ci-dessous ? (Les posi-
tions d’espace-temps suivants sont exprimés en en termes des composantes ( ¢z, x,y,z).)

(a) (0,0,0,0)et(—1,1,0,0)

() (1,1,—1,0)et(—1,1,0,2)

© (—1,1,—-1,1)et(4,1,—1,6)

Le vaisseau Enterprise

Le vaisseau Enterprise quitte la planete Terre (événement A) a destination de la planete
Vulcain et y arrive (événement B) 107 s plus tard, tel que mesuré par les horloges de
I’Enterprise. Des I’arrivée du vaisseau, le capitaine Picard se fait téléporter sur la
planete et le vaisseau retourne immédiatement vers la Terre (considérez que 1’opération
de téléportage demande un temps négligeable). Picard laisse passer un délai 7" (tel que
mesuré par lui), apres quoi il envoie (événement C) un signal lumineux vers la Terre. Le
signal atteint éventuellement la Terre (événement D) au moment mé€me ou I’ Enterprise
y arrive. L’ Enterprise se déplace a 99% de la vitesse de la lumiere. Supposez que les
planetes Terre et Vulcain sont au repos 1’une par rapport a I’autre.

(a) Surun diagramme espace-temps correspondant au repere de la Terre (axes cf et x
orthogonaux), identifiez les différents événements ainsi que les différentes lignes
d’univers et le parcours du signal lumineux.

(b) Quelles horloges mesurent le temps propre entre A et B ? Entre B et C ? Entre A
etD?

(c) Combien de temps a duré le voyage total de 1’ Enterprise tel que mesuré par un
observateur terrien ?

(d) Quelle est I’amplitude du délai 7', tel que mesuré par le capitaine Picard ?

Principes de base

(a) Un vaisseau extraterrestre se dirige vers la Terre a une vitesse v en émettant un
signal radio. A quelle vitesse arrive le signal sur notre planéte ? Quelle est la
vitesse du signal détecté par des astronautes a bord d’une fusée en direction du
vaisseau ? Si les extraterrestres atteignent une vitesse v — c, ces observations
demeurent-elle les mémes ?

(b) Une facon de mesurer la longueur / d’une tige, se déplacant en ligne droite
a une vitesse V, consiste a mesurer le temps 7 que prend la tige pour passer
devant un point x au repos dans le repere S. Obtient-on le méme résultat si deux
observateurs dans S mesurent en méme temps la position des extrémités de la
tige ?

c=1%
En transformant ¢ = 3 x 108 m /s en ¢ = 1, convertissez les quantités suivantes :

(a) Constante de Planck 7 = 6.6 x 10734Js

(b) Constante de Boltzmann k = 1.380 x 10-2*J/K
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2. Principes de la relativité restreinte

(c) L’unité de puissance | W
(d) Lunité d’impulsion 1 kgm/s
2.7 Tl manque des ¢ *
Les expressions suivantes ont été écrites en considérant ¢ = 1. On veut retourner aux
relations d’origine dans lesquelles ¢ apparait explicitement.

(a) 1—?
2_ 9%
b) V2- 2,
(c) v= W, ol g est une accélération

2.8 Synchronisation des horloges au Québec
Un politicien z€l€ veut faire de notre province un état d’avant-garde orienté vers la
science et la technologie. Son conseiller (qui a déja suivi le cours de relativité restreinte)
lui met en téte qu’il serait pertinent de synchroniser les horloges québécoises selon les
préceptes d’Einstein et de faire du Québec un véritable référentiel inertiel. Ils décident
que la capitale sera I’origine du référentiel et que c’est de cette ville que partira le signal
lumineux qui déclenchera les horloges québécoises a Oh du premier jour de 1’an 2000.
Chaque municipalité doit arréter ses horloges avant cette date et les placer a I’heure
nécessaire pour qu’a Oh (heure de Québec) toutes les horloges indiquent la méme heure.

(a) A quelle heure doit-on placer les horloges de Kujjuaq (51 E, 1350 N), Gaspé (496
E, 291 N) et Gatineau (342 O, 188 S) ? (Les coordonnées sont exprimées en km
par rapport a Québec)

(b) A I’aide d’une lunette d’observation d’une puissance exceptionnelle, notre politi-
cien observe I’heure des villes apres la synchronisation. Il remarque, a son grand
désarroi, que I’heure des autres horloges n’est pas la méme que la sienne ? Que
doit lui répondre son conseiller de génie pour lui expliquer ce phénomene ?

2.9 Simultanés ou non ?

(a) Deux événements situés au méme endroit et au méme instant seront-ils simultanés
pour tous les reperes ?

(b) Les calculs d’un astronome lui permettent d’affirmer que deux étoiles ont explosé
simultanément par rapport a la Terre. Un autre astronome, émigré dans une
autre galaxie qui se déplace a grande vitesse par rapport a la ndtre, voit aussi ces
explosions. Sont-elles simultanées pour lui aussi ?

(c) Un monolithe apparait a 5al de la Terre’. Apres 2 ans, un autre prend place &
3al de la Terre. Ces événements sont-ils simultanés par rapport au référentiel
de la Terre ? Un télescope terrestre détecte-t-il simultanément I’ apparition des
monolithes ?

(d) Notre politicien mentionné ci-dessus observe simultanément , toujours avec ses
super lunettes, des pannes de courant (« black-out ») dans deux villes ? Fasciné,
il contacte quelques amis vivant ailleurs au Québec (systéme inertiel) pour savoir
s’ils ont observé les pannes simultanément. Que répondent ses amis ? Peut-il
recevoir une réponse affirmative venant d’ailleurs dans notre systéme inertiel ?

2.10 Une expérience dans I’espace temps

(a) Ilustrez I’expérience qui suit dans un diagramme de Minkowski. Les observations
sont faites par un expérimentateur dans S. Deux paquets de particules son émis
ala vitesse v=0.5c en x = 0 a I’instant ¢ = —2m. L’un des paquets part en
direction de la branche négative des x et I’autre selon la branche positive. Deux
détecteurs-émetteurs, A en x = —2m et B en x = +2m, regoivent leur paquet
respectif et les réémettent, apres un délai de 0.5m/ ¢, en direction de I’origine et
a une vitesse de 0.75c.

(b) Le retour des paquets a 1’origine ne constitue qu’un seul événement. L’ observa-
teur, sachant que les détecteurs se trouvaient a la méme distance par rapport a
I’origine, conclut que les paquets ont été émis simultanément par A et B. Est-ce
une conclusion valable et pourquoi ?

(c) Un autre expérimentateur se déplace a vitesse —V par rapport a S (V > 0 dans le
repere S). Illustrez I’expérience dans I’espace temps de 1’observateur en mouve-
ment (S). Trouve-t-il des événements simultanés ? Quel détecteur-émetteur dans

2] al = 1 année-lumiere
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S" émet les particules en premier ? (Comme d’habitude, les origines des deux
reperes se chevauchentent =1 =0.)
2.11 Causalité
Deux événements se produisent dans S: Egaxg =0meta cto=0met E; ax; =2m
etact=1.2m.
(a) Peut-il y avoir une relation de cause a effet entre ces deux événements ?
(b) Quelle serait, par rapport au repere S, la vitesse d’un repere dans lequel ces deux
événements seraient simultanés ?
(c) Quelle durée sépare ces deux événements pour un observateur se déplacant a une
vitesse V = 0.8 ¢ par rapport a S ?
Que devient la situation si Eg esta xo =0meta ctp=0met E; ax; =1meta
ct; = 1.2m ? Analysez ces situations d’un point de vue géométrique.
2.12 Construction d’un diagramme de Minkowski détaillé
Dessinez les axes x et ct d’un repere S et tracez ensuite
(a) laligne d’univers de I’horloge de S placée a x = I m
(b) laligne d’univers d’une particule qui se déplace avec la vitesse v = 0.1c et qui
passeparx =0.5ma ct =0m
(c) le lieu des points dont I’intervalle a partir de 1’origine est As? = — 1 m?
(d) le lieu des points dont I’intervalle a partir de 1’origine est As® = +1m?
(e) le lieu des points dont I’intervalle a partir de 1’origine est As® = 0
(f) lesaxes ct et x d’un repere s qui se déplace a v = 0.5c dans le sens positif de
I’axe des x et dont I’origine coincide avec celle du repere S
(g) T’étalonnage des axes of etx
(h) le lieu des événements qui se produisent simultanément a I’instant ¢t = 2m
(1) lelieu des événements qui se produisent simultanément a 1’instant cf =2m
() laligne d’univers d’un photon émis a ¢t = —I m et a x = Om, dans la direction
négative de I’axe des x sachant que ce photon est réfléchi par un miroir dont la
position est, dans 1’autre repere, ¥ =1 m, et qu’il est ensuite absorbé par un
détecteur placé a x = 0.75m
2.13 Référentiels
Trouvez dans le référentiel O’ le temps ou se produit un événement qui arrive dans O
pour x =90m, y = 65m, z=33m et ¢t = 25m. L’événement se produit a 125m du
centre de O'. La vitesse entre les O et O’ est de 0.7 ¢ selon I’axe des x.
2.14 Intervalles
Trouvez le genre et la valeur de I’intervalle pour des événements se produisant a des
endroits séparés de :
(a) 10m avec un délai de 5s
(b) 5 x 108 m avec un délai de 1.55
(c) 7.5 10%m avec un délai de 2.55
2.15 Ampoules
On pose deux ampoules, une bleue et une rouge, séparées de 30.4km. On les allume de
maniere a ce que quelqu’un situé entre les deux les voient s’allumer en méme temps. Si
une autre personne qui se déplace dans 1’axe des lumieres bleu-rouge a une vitesse de
0.247 c, quel est le délai séparant I’allumage des deux lumieres observe-t-elle ?
2.16 Evénements
Un événement se produit a (ct,x,y,z) = (0,3,2,3). Un deuxieéme arrive a (4,1,0,2).
(a) De quel genre est I'intervalle ?
(b) Pour avoir un intervalle de genre lumiere, quelle distance devrait séparer les deux
événements ?
2.17 Evénements
Soit trois événements &; = (ct;,x;,y;,z;) qui ont les coordonnées &1 = (3,8,1,0), & =
(7,7,3,2) et & = (5,7,3,2) pour un observateur situé a ’origine d’un repére S . (a)
Trouvez la vitesse que devrait avoir un deuxiéme observateur dans S’ s’il voulait voir se
produire en méme temps les deux événements (&7, 43). (b) Trouvez la distance entre
les événements (&7, &3) qui sont simultanés pour un observateur dans un repere S”.
2.18 Diagrammes de Minkowski

Un observateur au repos voit clignoter une source lumineuse située a une distance k.
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La source s’allume a toutes les 7" secondes et reste allumée pour un temps négligeable.

(a) Tracez le diagramme de Minkowski pour une série de clignotement.

(b) Trouvez une expression pour le laps de temps écoulé entre la captation de deux
clignotements par un appareil situé a I’origine d’un référentiel se déplacant a la
vitesse v par rapport a I’observateur au repos. (suggestion : utilisez la loi des
sinus)

2.19 Causalité
Parmi les événements suivants, trouvez les paires &; = (ct;,x;) qui peuvent étre causale-
ment reliées.

6'71 . (5,5)7 gz 2(78,75), 53 2(74,74)7 54 2(6,10),
& o (10,6), & :(—15,0), & :(—12,9)

(Suggestion : utiliser un diagramme de Minkowski)

2.20 Détecteurs
Un détecteur est au centre d’une piece. Au méme moment, on allume le détecteur et
on démarre un événement au point p = (x,y,z) = (10,70,30) (coordonnées spatiales
en m). On remarque la détection de 1’événement apres un temps de 80 m. La machine
prend un temps de cf = 3.2m pour analyser I’événement avant de le signaler. Quelle
sorte de d’objet I’appareil détecte-t-il ?




Transformations de Lorentz
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3.7
3.8
. . . . . 3.9
OUS INTRODUISONS ici les transformations de Lorentz, un outil qui permet de 3.10
passer d’un repere inertiel a un autre en évaluant les positions et vitesses des
objets dans un repere inertiel a partir des mesures de positions et de vitesses de
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ces mémes objets effectuées par un observateur se situant dans un autre repere

inertiel.

3.1 Transformations de Lorentz

Rappelons les deux postulats de la relativité restreinte :

Postulat 3.1
Le principe de relativité
Les lois de la physique doivent avoir la méme forme dans tous les reperes inertiels.

Postulat 3.2

Universalité de la vitesse de la lumiere

La vitesse de la lumiere est la méme dans tous les reperes inertiels. Cette vitesse ne
dépend pas de 1’état de mouvement de la source.

Toutes les conséquences de la théorie de la relativité restreinte découlent de cette seule
nouvelle hypothese.

7

r=c

v Figure 3.1 <>
Front d’'onde dans deux référentiels S et §'.
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3. Transformations de Lorentz

Dans certains cas nous aurons recours a une troisieme donnée (que nous appellerons le 3¢
postulat ici par abus de langage) lorsque le cas le justifie, ¢’est-a-dire lorsqu’il y a invariance
de translation et de rotation :

Postulat 3.3
Symétries de I’espace
L’espace physique est homogene et isotrope

(Cette condition implique I’invariance du systeéme sous une translation et une rotation,
c’est-a-dire la conservation de la quantité de mouvement et du moment cinétique)

Mais la transformation de Galilée doit étre corrigée. L’ invariance de la vitesse signifie no-
tamment qu’un front d’onde émanant d’une source lumineuse ponctuelle demeure sphérique
dans tous les reperes en mouvement relatif uniforme (cf. figure 3.1). Il est impossible de
déterminer 1’état du mouvement de la source par la forme du front d’onde.

Nous voulons trouver une nouvelle transformation des coordonnées a partir de cette
géométrie imposée par I’invariance de c.

Soit des reperes S et S’ en mouvement relatif uniforme. Un front d’onde émis en ¢ = 0,
par une source fixe a I’origine de S, sera décrit en ¢ > O par un observateur du méme repere
par la sphere

Py = 3.1

Un observateur d’un repere S', qui coincidait avec S & r = 0 mais qui se déplace unifor-
mément par rapport a S, verra la sphere

K24y 477 = 22 (3.2)

Alors

dans § dans 8’

Py 2= Y24y 472 = A2 (3.3)

Si la vitesse de S’ par rapport a S est V =V e,, la transformation de Galilée

X =x—-Vt
1/ —
) (3.4)
=t
transforme la sphere de S’ en
x/2 _H,/z + Z/2 _ Czt/z (3.5)
N3 (3.6)
(x—Vi) +y*+22 = (3.7)
Y (3.8)
ViV 4y 4 = P (3.9)
—_————

termes en trop

Un résultat qui ne reproduit pas la sphere de S | La transformation de Galilée n’est pas
compatible avec I’invariance de c, mais ce résultat peut nous aider a en trouver une relation
qui

1. se réduit a celle de Galilée pour V — 0,
2. transforme x'2 +y'2 + 7% = ¢*'? en x> + y*> + 2% = %%

On observe par ailleurs :



3.1 Transformations de Lorentz

1. qu’on devrait avoir y =y, 7/ = z, puisque V = Ve,,

2. que les spheres se dilatent a taux constant, alors X’ et ¢’ doivent dépendre linéairement de
xett,

3. qu’on ne peut avoir ¢’ = ¢ si I’on veut faire disparaitre les termes —2xV¢ -+ V?¢% obtenus
plus haut.
Essayons la transformation

' = alct+ fx)
X = b(x—Vi) (3.10)
[ A— y
/
z = z
Alors, X2 +y? +7? = ¢?? devient :
242 = 2
I
P (x = Vi) +y* + 22 = a*(ct + fx)?
\
(b°x% = 20°Vxt + B*V?1?) +y* + 22 = a*(Pr* + 2 fxct + f2x°). (3.11)
Les termes linéaires en x (soulignés ici) s’annulent si f = —hV / (caz) et il reste
2 AT 202 0% 5
b (lfga—z)x +y +z2 = a(c=V a—z)t . (3.12)
V2 p?
_ 2 2
= a(l 2 a—Q)(ct) : (3.13)

Cette derniere équation correspond a une onde sphérique dans S si

V2 p?

V2p?
A

b (1~ paj) = a’(

ou
1

V1-V2Z/c?

alors on vérifie

V2 p? V2 b?
bz(l — gy)xz‘i’yz +Z2 = Czaz(l —

4

Xy =

2
aa)

Donc x% 4+ y? + 22 = ¢212 découle de x'2 + y'2 472 = ¢1'? si nous avons les relations suiv-
antes : les transformations de Lorentz
;. t=Vx/?

V1-V2/c?
, x—=Vt
V1=V2/¢c?
y =Y

= z.

(3.14)
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3. Transformations de Lorentz

Pour V — 0 cette transformation se réduit a celle de Galilée. En effet, considérons la
limite V/c — 0

, t—Vx/c? Vx 1v?
= — 1—— l+f—2+... — t
m V/c—0 ¢ 2c V/c—=0

. el vy (10 s (x=Vi)
X = —— X— VI —— X —
ﬁ/lf\/z/c2 V/c—0 2 ¢ V/c—0
y =y
/
Z =2

Si 8’ s’approche plutdt que de s’éloigner on remplace V par —V.

La propagation de la lumiere, onde électromagnétique, est une conséquence des équations
(de Maxwell) de la théorie électromagnétique. L’invariance de la vitesse de la lumiere doit
donc jouer un réle fondamental dans cette théorie. En fait, Einstein avait noté I’incompatibilité
des équations de Maxwell et des transformations de Galilée.

Souvent on voit ces résultats exprimés en termes de f =V /cetde y= (1 — [32) 2=

(17V2/c2)7é ona

ct’ = y(ct—xP)
X = y(x—PBeor) (3.15)
Y =y
/
7 = z

La transformation inverse c¢’est-a-dire (ct,x,y,z) en fonction de (ct’,x’,y’,7’) s’obtient en
changeant le signe de V.

Remarque 3.1

o Transformations de Lorentz
En langage matriciel, on écrit

ct Yy —yB 0 0 ct

/ — 0 0
;C, - gﬁ g Lo ;‘ (3.16)
7 0 0 0 1 z

Cette matrice est analogue a une matrice de rotation d’angle o dans le plan (ct,x) avec
o tel que sinhoe = ¥ et cosha = 7. Rappelons que

sinhd = —isinix
coshax = cosia

et
1 = cosh?a—sinh’a

= PP =P(-F)

-tz o

En comparaison une rotation d’un angle ¢ dans le plan (cz,x) s’écrit

e\ cos@  sin® ct
X )\ —sina cosx x )’

36 = 44 4 A N~ D> D>



3.1 Transformations de Lorentz

alors qu’on représente une rotation d’un angle icr dans le plan (ct,x)

e\ coshae  —sinho ct
X ~ \ —sinhat coshoa x )

Exemple 3.1

Transformations de Lorentz
Une particule passe du point 1 situé a (ct,x,y,z) = (1,1,1,1) au point 2 situé a (3,2, 1, 1)
dans le repere S.
(a) Calculons ses coordonnées dans le repere S si S’ se déplace avec une vitesse V = 0.8¢
dans la direction des x par rapport a S.

M Solution :
Dans ce cas, y = % et les transformations de Lorentz de 1’équation (3.15) donnent pour le
point 1,situé a (ct,x,y,z) = (1,1,1,1),

(Cl/vxlvy/vzl) - (}’(Cf*ﬁX),Y()C*ﬁC[),y,Z)

= (g(ct— gx),g(x— gct),y,z)
=ca-9.30-H1
_ (%,%,1,1)

(', xy,2) = (v(ct — Bx), v(x— Bet),,2)
= Gler— 30, 3= Sen),2)
=(36-53-2,32-531,D)

(b) Calculons I’intervalle entre les deux points dans les deux reperes (c’est-a-dire les
points ((1,1,1,1) et (3,2,1,1) dans Set (3,1,1,1) et (§,—%,1,1) dans §').

H Solution :
L’intervalle est donné par

(A5)? = (cAr)® — (Ax) — (Ay)? ~ (A2)®
B-17-2-1°-(1-1>-(1-1*=3
()2 = (car)? — (a¥)*  (ay)" - (a7)?

= ;;>z(§;)2(11)2(11)2—3

I 4 NN N D> DD
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Figure 3.2 «»
Addition de vitesse ou observation de vitesse
dans des référentiels S et .

3.2

38 = 44 4 A N~ D> D>

3. Transformations de Lorentz

Transformation de Lorentz : cas général

-=p

£

V=Ve,

x/
-

Si la vitesse relative entre S et S’ est dans une direction arbitraire désignée par le vecteur
unitaire e,
V =Ve,

les transformations de Lorentz prennent la forme générale pour la position d’espace-temps r
ets

' = y(ct—Pe, 1)
= ctcosho — e, - rsinho
r' = r+(y—1)(e,-r)e, —yBcre,
= r+e,(e, r(cosha—1)— crsinha) (3.17)

ol tanha = 3, cosha = 7, sinhar = yf3 sont les tangentes, cosinus et sinus hyperboliques de
o respectivement. On retrouve les expressions précédentes en posant

r = (x,2)
e, = e=(1,0,0)
tel que
ct' =y(ct—Pe,r)
ZY(CI—ﬁ(l,O,O)'()C,)’7Z))
= y(ct— )

r' =r+(y—1)(e,-r)e, — yBcte,
(x/ay/7zl) = (x,3,2)+(y—1)((1,0,0) - (x,y,2)) (1,0,0) — yB ct(1,0,0)
= (y(x—Bect),y,2)

Addition de vitesses

Force est donnée de constater que les transformations de Galilée qui décrivent la combi-
naison de vecteurs de vitesse,

r = r—Vt =t
(8
g
drY dr
= v-V

ne conviennent plus. Il faut donc trouver une reégle de combinaison qui est compatible avec
les transformations de Lorentz.



3.2 Addition de vitesses

On veut relier les vitesses v et v/ d’une particule telles qu’observées dans S et S’ si &' se
déplace a vitesse uniforme V =V e, par rapport a S (cf. figure 3.2).

Connaissant la relation entre x,7 et x’',¢’, il est possible d’en déduire la relation entre les
vitesses. On a

Y+ V1)
Y +V /).

(3.18)
(3.19)

X =

t =

Alors un élément de distance dx dans S s’exprime en termes d’éléments de distance dx’, dy',
d7 et de temps dt’ comme suit

ox ox ox ox
——dX +==—dy + ==df + =dr
o gy Tt gt

ydx' +yvdt'.

(3.20)

(3.21)

De la mé&me fagon, un élément de temps dr dans S s’exprime en termes d’éléments de distance
dx', dy', d7 et de temps dt’ comme suit

ot ot ot ot
—dt' + =—dx' + =—dy + =—d7
T T M

= ydt +yVdx' /%

dt = (3.22)

(3.23)
La vitesse étant quotient de ces deux éléments, c’est-a-dire le taux de variation de x
dx _ ydx' +yvdr
dt  ydt' +yVdx' ] c?
dx 4y ViV

= . 3.24
14V /e 1+V/c G20

Vx -

Dans les autres directions dy = dy’ et dz = d7' donc

dy dy’
S >
) dt  ydt' +yVdx'/c?
dy' /
ar Vy
= = . (3.25)
Y +Ve 2y y(1+V,/c?)

Résumons, pour V="Ve, :

Ve+V
1+VV/c?

V)

Y
YAV /) (.20

v
y(14+vv/c?)'

Vx -

C’est laregle de transformation de la vitesse qui s’impose suite a notre hypothese d’invariance
de c et de la transformation de Lorentz qui en découle. Dans la limite ou v,V — 0 (ou
v,V < 1), on retrouve la transformation de vitesse de Galilée : vV =v—V

V4V
lim vy = lim —r _—y 4V
V—0Vx V—>01+V;CV/CZ s
V/

limv oVy = limv 07y = V/,
Y Ty(vy/er)
/

v,
lim . = lim — -
my —ovz = 11 V—>O}/(1 +V;V/CZ) Vz

= Ad 4 Y N D> DD
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3. Transformations de Lorentz

La transformation inverse s’écrit en échangeant v <+ v'et V — —V puisque S se déplace a
une vitesse V = —Ve, par rapport a S’

S v —V
o 1-nV/c?
/ Vy
, = = 3.27
¢ y(1—vV/c2) (3.27)
/ Vz
v, = — .
c y(1—v,V/c?)
3.3 Exemples d’addition de vitesses
f Exemple 3.2 )
@ Addition de vitesses
Si la particule est un photon dont la vitesse dans S’ est
V. =c, v{(. = v’Z =0. (3.28)
Calculons sa vitesse dans S.
H Solution :
Sa vitesse dans S est
/
v, +V c+V
= = = y — V, = 0 3.29
x 1+v.V/c2  1+V/c S (3:29)

Figure 3.3 «»
Vitesse dans la direction des y, avec mouvement
relatif dans la direction des x.

f Exemple 3.3

@ Addition de vitesses pour un photon
Pour un photon dont la vitesse dans S serait dans la direction des y c’est-a-dire v, = ¢ (cf.

figure 3.3) :
=0, vy=c¢, v,=0. (3.30)

Vérifions que sa vitesse est ¢ dans S'.

B Solution :

40 = a4 4 A N~ D> D>




3.4

3.4 Contraction de I'espace et longueur propre

On obtient dans S’ :

. =V

:7:—‘/
& 1—wV/c?

/ Vy Vy 2, 2\%
= = =c(l1-V
) Rk R UAS)
\}/— V. -

oy(l=wV/c?)
et on vérifie
v§(2+v;.2+v'52: o2

Vit (1-vE/ ) +0=c2

( Exemple 3.4

@ Addition de vitesses
Soit deux particules de vitesse égale et opposée dans S’ :

vy =09¢, Vv, =-09c. (3.31)
Calculons la vitesse de la premiere dans le repere ol la seconde est au repos.

H Solution :
Identifions S au repere de la deuxieme particule,

V=09ce, =—V,e,.

Alors
/
v +V (0.940.9)
= = 3.32
Yl 1-+v,V/c2  14(0.9)? ¢ (3:32)
~ 0.99%45c<c! (3.33)
Du repere de la particule 2, la particule 1 s’approche a la vitesse v, >~ 0.9945¢ < c. Dans
la relativité de Galilée, cette vitesse aurait ét€ v,; = 1.8¢ > c. @

Contraction de I’espace et longueur propre

S S'
Y y' >
V="Ve,
L, z 2
e
T
' T Ly
z

Soit Ly = xo — x1, la longueur d’une tige au repos dans S (aussi appelée longueur propre).

On mesure la longueur de cette tige dans ', en mouvement uniforme a vitesse V=V e, par

Figure 3.4 «»

Contraction des longueurs: On mesure la
longueur de cette tige dans ', en mouvement
uniforme a vitesse V =V e, par rapport a S, en
déterminant simultanément les positions x| (') et
x5 (1') de ses extrémités
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3. Transformations de Lorentz

rapport a S, en déterminant simultanément les positions x| (') et x5 (¢") de ses extrémités dans
S’ (cf. figure 3.4). La définition naturelle de sa longueur dans S’ est :

L'=xt) x| () (3.34)
mais x, = y(x5(¢") +Vi') et x; = y(x| (') + V1) et donc

Ly =22 —x1 = y(x(t') =X, (")) = yL' (3.35)

1
L = E/L() =4/1-V2/c2L,. (3.36)

On note que L’ < Ly donc I’observateur dans S’ mesure une longueur plus petite ! C’est la
contraction de Lorentz-Fitzgerald d’une tige en mouvement longitudinal. Si la tige est placée
transversalement a la direction du mouvement relatif on trouve L' = L puisque les positions
transversales sont les mémes dans S et §'. (c’est-a-dire. y =y’ et z = 7).

1l existe une autre facon de définir et de mesurer la longueur de la tige dans S’. Deux
rayons lumineux paralleles sont émis simultanément des extrémités de la tige dans S au temps
1 (cf. figure 3.5). Des détecteurs fixes dans S et de coordonnées x| et x} recoivent ces rayons.
On a dans ce cas

ce qui mene a :

Xy o= ylx—Vi) (3.37)
Xy = yxo—Vi) (3.38)

et la différence entre les deux positions devient

xh —x) = Y(x2 —x1) (3.39)
ce qui correspond a
L" =yLy. (3.40)
g A A g
Yy >
, V="Ve,
Yy
Figure 3.5 «»
Contraction des longueurs: Deux rayons lu- L,
mineux paralléles sont émis simultanément des T
extrémités de la tige dans S au temps ¢. j/
/ !
s

détecteurs fixes dans S/

Ce désaccord n’est qu’apparent, il provient de deux définitions distinctes de la longueur
dans §'. Les deux expériences sont différentes, la premiére compare Ax’ & Ar' = 0 et la
seconde compare la méme séparation Ax’ a Ar = 0 ce qui entre en conflit avec la définition
de la longueur puisque Ar’ # 0.

= Deux événements simultanés dans S ne le sont pas dans S’

Pour deux événements simultanés (Ar = 0) et séparés de Ax dans S on a, dans S’ :

X =y(x—Vr), t'=y(t—-Vx/c? (3.41)

et donc si At =0
AY = 7yAx (3.42)
A = —WAx/c?#0. (3.43)
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3.4 Contraction de I'espace et longueur propre

Remarque 3.2

0 Attention : Longueur propre

1- Pour calculer la longueur, il faut prendre les mesures simultanément dans le repere ou
on mesure.

2- La contraction des longueurs (ou de Lorentz)

Lo=17L (3.44)

ne s’applique que pour des longueurs longitudinales au mouvement entre S et S’ calculées
a partir de mesures simultanées dans leurs reperes respectifs.

Remarque 3.3

0 Longueur propre et intervalle :

La longueur propre d’un objet Ly est la longueur mesurée dans le repere S ou 1’objet est
au repos. Dans ce repere, les mesures de positions correspondent a deux événements &7
et & simultanés et I’intervalle correspond a

As? (cAr)? — (Ax)? — (Ay)? — (Az)?

— (Ax)7 = (&y)* - (42)?

donc
Lo =/ —As2.

Mais I’intervalle étant un invariant de Lorentz, on peut trouver la longueur propre en
évaluant I’intervalle entre ces mémes deux événements E; et E, dans S’

LO =V —As* = V —AS/2

ou dans tout autre repere inertiel. Cependant, seul dans le repere S I'intervalle correspond-
il a une distance entre deux points. Par exemple dans S’

V=857 = (et - (&) - (&) - (82

ol en général (A')* #£ 0. (j ]

Figure 3.6 <»
Schéma de la situation décrite pour le paradoxe
de la perche et la grange.

3.4.1 Le paradoxe de la perche et la grange

Un coureur rapide, M. Laperche, portant une perche de 20m, s’approche d’une grange, a
une vitesse de 0.8. Son ami, M. Lagrange, se tient pres de la porte ouverte de cette grange,
dont la longueur est de 15m (cf. figure 3.6).

Selon M. Lagrange, la longueur de la perche portée par M. Laperche est réduite d’un
facteur y~!. Donc pour M. Lagrange, la perche mesure 12m et rentre complétement
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3. Transformations de Lorentz

I’intérieur de la grange lorsque celui-ci ferme la porte.

Ly = Log=15m

3
L, y*‘LO,,:g-zomzlzm.

Par contre, dans le repere de M. Laperche, c’est la longueur de la grange qui est réduite

d’un facteur y~' = % et donc elle mesure 9 m.
L = v 'Log=2 15m=09
¢ = Y ()g—§~ m=955m
L, = Ly=20m.

Il en conclut que la perche n’est pas completement a I’intérieur de la grange lorsque celle-ci
touche le fond de la grange.

Physiquement, il ne peut y avoir qu’une seule réalité. En fait, il n’y a pas de paradoxe
puisqu’il ne peut y avoir de lien de causalité entre les événements reliant les deux extrémités
de la perche, fermeture de la porte au passage de la queue et contact de la téte de la perche
avec le mur du fond. Une autre fagon de voir la faille dans le raisonnement est d’évoquer
que la simultanéité est relative. En effet, les événements qui ont servi a mesurer la grange
et la perche ne sont simultanés que dans le repére ou la mesure a été effectuée. On vérifie
d’ailleurs que, quel que soit le repere, la mesure des longueurs de la perche (ou de la grange)
implique des événements de genre-espace, c’est-a-dire que As”> > 0 et que ceux-ci ne sont
pas reliés causalement.

Alors, puisqu’il ne peut y avoir qu’une seule réalité, quelle est-elle ? Que la perche
soit completement dans la grange ou non lorsque la porte ferme, ce résultat doit étre le
méme dans tous les référentiels. Les deux observateurs semblent arriver a des conclusions
différentes. Qui a raison ? La réponse : la perche entre bel et bien dans la grange au complet.
Réexaminons la situation dans le repere de la perche ou ce résultat semble poser probléme.
En arrivant sur la perche, le fond de la grange frappe la téte de la perche et continue en
I’entrainant avec elle. Pendant ce temps, la queue de la perche est toujours au repos et
ne « sait » pas que la téte a touché le fond de la grange. Supposons que cette information
lui est transmis a la vitesse de la lumiere c (et non pas instantanément), ¢’est-a-dire plus
vite que la vitesse de 0.8 ¢ a laquelle la grange s’approche. Le signal arrive donc avant, au
temps Afgignal = 20m/c alors que le fond de la grange arrive au temps Afgrange = 20m/(0.8¢).
A 1la réception du signal, on referme la porte et la perche se retrouve dans la grange au
complet.(pour plus de détails voir probleme 3.7).

A
porte mur
ct
S (grange) derriére
////
I 15 / devant
Figure 3.7 «» L,=15m V
Diagramme de Minkowski pour la grange identi- < e 4
fiée par le trait noir épais (repére S) et la perche Ve ct!
représentée par le trait bleu épais (repere §'). On ) yd S':(perche)
note que la longueur de la grange et de la perche e -
dans le repere S est respectivement 15m et 12m. Y 4 -
L, :/12/111 / !

, =20 10 point de contact 2

L''=9 m
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3.5 Dilatation du temps et temps propre

Dilatation du temps et temps propre
On appelle temps propre (7) le temps mesuré dans le systeme de référence S ol ’horloge

est au repos. Si I’horloge est a I’origine x = 0 de S, alors deux événements correspondant a
un délai sur cette horloge ont pour coordonnées d’espace-temps

& x1=0, /=0
6021)@:(), h=71T

La transformation de Lorentz prédit un délai

A = (A —VAY) (3.45)
= 7(1—VAx) (3.46)
- = (3.47)

iV

Donc, At = 7yt est dilaté pour I’observateur de S’ en mouvement relatif uniforme par rapport
a I’horloge.

= Les horloges en mouvement semblent avancer plus lentement que les horloges au
repos : elles mesurent des délais dilatés ou allongés : Ar’ > AT.

= L’horloge en mouvement a la vitesse de la lumiere (en autant que cela soit possible)
semble arrétée.

Il est a noter que la mesure du délai Ar” entre deux temps 7 et 7] indiqué par une horloge
suppose que celle-ci est au repos dans le repere de S. Cependant ces deux événements ne
sont pas a la méme position dans S’

V1

iV

A =y(Ax—V71)=—

Exemple 3.5

Dilatation du temps
Temps de vie des pions” :

Myt =~ 273m,

+ +
T — 1%
HoFV, my ~215m,

(3.48)

Dans un repere de pions au repos (v; = 0) la durée de vie moyenne des pions est
Te~25%x10"%s ou c¢7;=7.5m. (3.49)

Déterminons leur vie moyenne des pions d’un faisceau avec une vitesse de v; = 0.9c¢.

M Solution :
Dans un faisceau de pions de vitesse v; = 0.9 ¢, leur vie moyenne est de

g 25X 1085

=00 ~57x10% ou c/=172m (3.50)

et donc les 7" ont une vie moyenne environ deux fois plus longue qu’on pourrait le
déduire de maniere galiléenne (non relativiste).

“Voir dans Phys. Rev. 88, 179 (1952).
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3. Transformations de Lorentz

S “ Miroir “ S( Miroir
Yy y' "
2 | Figure 3.8 «» |4
Une impulsion lumineuse réfléchie par un miroir
telle qu’'observée dans les référentiels S et 5. I I\
Source
2 >
/ T o 7

Source
Vvt!

Cette dilatation du temps ne comporte pas de mystere autre que celui de I’invariance de la
vitesse de la lumiere.

Considérons une impulsion lumineuse réfléchie par un miroir (cf. figure 3.8). Si la source
et le miroir sont fixes dans S, le temps de parcours est T = 2L/ c. Une horloge fixe dans ', en
mouvement uniforme par rapport a S, mesure, pour la méme réflexion, un temps plus grand
parce que dans S’ la distance a parcourir est plus longue.

Supposons que I’aller-retour dans S’ a duré ¢, on calcule que la distance parcourue d = ct’

est
v\ 2
d=2/L*+ (2) =ct. (3.51)
Elevant au carré on réécrit :
A2 =41 +v*i"”? (3.52)
d’ou on tire facilement
, 2L
_ r. (3.53)

cy/1-V2%/c? B

Donc rien de mystérieux dans la construction des horloges !

Remarque 3.4

0 Temps propre et intervalle

Le temps propre T entre deux événements est temps indiqué par une horloge se trouvant
dans le repere S ou les deux événements E; et E; sont a la méme position (ex : objet au
repos). Dans ce repere les mesures de temps correspondent a I’intervalle correspond a

A = (cAr)? — (Ax)? — (&y)% — (A2)® = (Ar)?

donc

cT = VAs?

Mais I’intervalle étant un invariant de Lorentz, on peut trouver le temps propre en évaluant
I’intervalle entre ces mémes deux événements E; et E, dans S

cT = VAs? = VAs?

ou tout autre repere inertiel. Cependant, seul dans S 1’intervalle correspond-il au délai
indiqué par I’horloge. Par exemple dans S’

V=857 =\ (et - (&) - (&) - (82

ot en géneral (AY)? + (AY)? + (AZ)? #0. O

3.5.1 Une vérification expérimentale

En 1971, une vérification expérimentale directe de la dilatation du temps fut effectuée.
Deux avions, abord desquels avaient été placées des horloges atomiques au césium pendant
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3.5 Dilatation du temps et temps propre

leurs vols commerciaux réguliers (I'un vers I’est, ’autre vers 1’ouest), comparerent leur
horloge a une troisiéme horloge au sol.

L’avion volant vers I’est perdit 59ns alors que I’avion volant vers 1’ouest gagna 273 ns.
Deux effets sont présents ici : Les horloges qui bougent ralentissent mais un effet de relativité
générale accélere plutdt les horloges. Quoi qu’il en soit on mesura une différence de

A=tg—to=(—59)—(4+273) = —332ns+ 15ns

entre les deux horloges laquelle est moins sensible a un effet de relativité générale.
Analysons I’expérience en supposant que tous les référentiels considérés sont inertiels.
Considérons trois reperes inertiels, un situé au pole Nord, un sur Terre et un dans 1’avion.
Les délais, 7y, t7 et t4 respectivement, sont reliés entre eux par
INn = Irir
= Tala
N 2\~ 1/2 2\—1/2 N .
ou yr = (1—B7) ety4 = (1—B3) /. Les reperes sur Terre et dans I’avion ont donc

des vitesses relatives de vy et v4 par rapport au pdle Nord. Les temps en avion et sur Terre
sont donc reliés par

¥r 1- B
A= —tr=Ir .
4/ 1 - B7

Puisque vr et v4 sont petits par rapport a ¢, on peut écrire
e (12 )
ou la différence entre les deux horloges est
IAT =1 —IT %T (ﬁ%*ﬁj)

Supposons pour simplifier que les deux avions ci-dessus ont des vitesses de croisiére con-
stantes par rapport au sol vc. La vitesse de chaque avion (non-relativiste) est donc

Ba = Br £+ Bc

suivant qu’il va vers I’est et I’ouest respectivement. Alors

A = tg—to
~ T (B7— (Br+Bc)?) - 5% (B7 — (Br—Bc)?)
~ =2trPrfc

ce qui est en accord avec le signe du résultat expérimental. Les expérimentateurs ont pu
utiliser les vitesses exactes enregistrées par les avions pour leurs calculs. 11 est toutefois
possible d’estimer A en posant une vitesse de croisiere v¢, on a

Be— 2nr

c ctr
ou r est le rayon de I’orbite de 1’avion par rapport a I’axe de rotation de la Terre (et de I’avion),
c’est-a-dire le parcours relativement au repere terrestre. De la méme fagon, la vitesse du

repere sur la Terre est de

2rr
Br =
Cljour
oll tjour est la période de rotation de la Terre. Il s’en suit que
A = =2trPBrBc

t
%<T>%.
tjour

Le voyage dura environ t7 = 45h. Une vitesse moyenne de 220m- s~ mene a un résultat
tres pres de la mesure qui fut effectuée. De nos jours, il est facile de vérifier ce résultat
avec des satellites. En fait, les syst¢tmes GPS doivent méme tenir compte des effets dus a la
relativité générale.

1
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Figure 3.9 «»

Diagramme de Minkowski des horloges de Pan-
toufle (S) et de Bougeotte a I'aller (S') et au retour
(S"). Les points noirs et bleus indiquent un inter-
valle de un an. Lhorloge de Bougeotte est au
ralenti par rapport a celle de Pantoufle. A gauche:
Les lignes noires paralléles a I'axe des x illustrent
la simultanéité dans le repére S. Les lignes bleues
(rouges pendant le changement de direction) par-
alleles a I'axe des ' illustrent la simultanéité dans
le repére S'.

Figure 3.10 <»

A gauche: Les lignes rouges et bleues représen-
tent la trajectoire du signal lumineux (rouge =
aller, bleu = retour) émis par S a intervalle régulier
et capté par 5'.A droite : Le signal est émis par §'
et capté par S.
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Le paradoxe des jumeaux

AN

Le «paradoxe des jumeaux» est une expérience imaginaire évoquée par Einstein pour
tester I’interprétation du ralentissement des horloges. Elle met en jeu deux jumeaux,
Bougeotte et Pantoufle, et se lit comme suit :

Bougeotte fait un voyage en fusée dont la vitesse est 0.6¢ (60% de la vitesse de la
lumiere). Son voyage aller-retour dure 10a selon Pantoufle qui est resté sur Terre. Pourtant,
I’horloge que Bougeotte transporte lui indique qu’il n’a vieilli que de 8a a bord de sa fusée'.
Ceci est prédit par la relativité restreinte qui stipule que selon Pantoufle, il y a ralentissement
de I’horloge de Bougeotte parce qu’il se déplace par rapport a la Terre.

Le paradoxe se pose ainsi : puisque Bougeotte de son coté voit que c’est son jumeau qui
fait I’aller-retour, il en conclut que c’est I’horloge de Pantoufle qui est au ralenti.

En fait, il n’y a pas vraiment paradoxe puisque les deux jumeaux ne vivent pas des
situations similaires. Pour revenir, Bougeotte a du changer de repere inertiel ou autrement
dit, il a du accélérer. Il voit effectivement que pendant qu’il maintient une vitesse constante
I’horloge de Pantoufle est au ralenti mais pendant qu’il accélere 1’horloge de son jumeau
rattrape et devance méme la sienne.

L’horloge de Pantoufle est toujours dans un repere inertiel et donc c’est son point de vue
qui prévaut. Ce qu’il observe, c’est I’horloge au ralenti de Bougeotte pour I’aller, puis un
court changement de référentiel, puis une horloge au ralenti au retour de Bougeotte (figure
3.9 a gauche)

Par ailleurs, pour Bougeotte, I’horloge de Pantoufle est au ralenti pendant I’aller et le
retour mais pendant le court changement de référentiel, I’horloge de Pantoufle tourne tres vite
(traits rouges dans la figure 3.9 a droite), rattrape et méme dépasse 1’horloge de Bougeotte.
Cet effet est dli a I’accélération de Bougeotte.

"Ta=1an.



3.6

3.6.1

3.6 Effet Doppler : cas relativiste

S S’
Y y' >
V=Ve, Figure 3.11 <»
Effet Doppler: Des impulsions de lumiére sont
émises d'une source fixe a I'origine de S par inter;
valledetempsdetarn =0,n=r,...
Source Récepteur
z
, x !
z

La figure 3.9 illustre les diagrammes de Minkowski des horloges de Pantoufle (S) et de
Bougeotte a I’aller (S') et au retour (S”). Les points noirs (bleus) indiquent un délai de un an
dans le repere S (S'). Les lignes pointillées noires (bleues et rouges) paralleles a I’axe des x
(x) représentent la simultanéité dans les S (S) et permettent de mesurer le moment dans le
référentiel de S () ou les horloges changent d’année.

La figure 3.10 illustre comment comment chacun des observateurs voit a I’aide d’un
télescope 1’horloge de ’autre. Dans ce cas, un délai supplémentaire est s’ajoute di a la
transmission du signal lumineux.

Effet Doppler : cas relativiste

Puisque la lumiere se propage dans le vide (pas d’éther), nous avons a tenir compte que
de la vitesse relative entre la source et le récepteur (pas de vitesse par rapport au milieu).

Cas du mouvement longitudinal

Deux impulsions de lumiére sont émises d’une source fixe a I’origine de Sen#; = 0 et en
tp = T (cf. figure 3.11). L’émission d’impulsions émises a intervalle de temps régulier (avec
une période de 7) correspond aux événements :

(5011)6120, =0
éazixz:(), h=7T

& ix, =0, t,=nt.

Dans §', de vitesse V =V e, par rapport a S, deux impulsions sont percues en x; =0 a
I'instant 7{ = 0 (si S et S’ coincidenten 7 =’ = 0) et en

X =Y —Vn)=—Wr (3.54)
a I’instant
ty =Y —Va/c®) =71, (3.55)
soit
éal : x’l = O’ [; =0
& 1 Xh=—yr, th=1yrt.
11 s’écoulera toutefois un délai avant que cette seconde impulsion émise en x5 = y(x; — Vi) Source

soit détectée a I’origine X’ = 0 de S’

Ax/ /) Vv
PO o B v (3.56)

c C C Récepteur

A Iorigine de 5, le temps écoulé entre la réception des deux impulsions est

Figure 3.12 A
Effet Doppler: Pour I'observateur S, la source
s’éloigne transversalement a une vitesse v.

1 1
T =th+A =yr+yBr= ir: Lﬁr. (3.57)

Vg T8
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Source

Détecteur

Figure 3.13 A
Effet Doppler (cas général)

Figure 3.14 A
Effet Doppler: La couleur de la lumiére (ou la
fréquence, ou la longueur d’onde ) observée par
le détecteur dépend de I'angle entre la vitesse de
la source et la direction de la lumiére qui a atteint
le récepteur.

3.6.2

3.6.3
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Pour I’observateur dans S, les impulsions sont émises avec une fréquence v
V=—
T

ou 7 est maintenant la période, la fréquence observée par un observateur s’éloignant de la
source sera

v,ili 1
L=
T %r
— 1_ﬁv: 1-B v
1+ /1-pB2
Sip<l:
=B _ _piaip)
T - (-Bia+p (3.58)
1 1
— (1_2ﬁ+...)<]_2ﬁ+...> 3.59)
~ 1-Bgee (3.60)

En accord avec le cas acoustique non relativiste. Si 1’observateur s’ approche, plutdt que de
s’éloigner, on remplace V par —V.

Cas du mouvement transversal

Leffet Doppler est aussi observable méme si le mouvement relatif du récepteur est
transversal a la direction du signal provenant de la source (cf. figure 3.12). Donc, ici, on
parle d’un observateur dans le repere S’ qui recoit le signal transversalement par rapport
au mouvement de la source. Puisque les composantes spatiales transversales ne sont pas
affectées par le mouvement relatif entre la source et le récepteur, il résulte uniquement de la
dilatation du temps :

/=yt (3.61)

alors {
v}:}v:\/lf[ﬂv (3.62)

ou v et la fréquence dans le repere de la source.

Cas général
Posons les vecteurs de vitesse v = —V de la source (identifiée ici au repere S) et ¢ de la
lumiére dans le repere du récepteur S’ alors (sans démonstration) :
/1 — 32
V'(6) = ?ﬁ \%
1— Wcosﬂm

/I

— vV
1 —Bcosb,

ou 0, ¢ est ’angle entre les vecteurs de la source et de la lumiére, v =—V et c respectivement,
dans le repere du récepteur S'.

Pour une observation du signal lumineux a angle 6y . par rapport a la direction du
mouvement de la source (cf. figure 3.13), on aura (vitesse relative de S’ par rapport a § =
V=-v)

cosf,. > 0 —> rapprochement de la source du récepteur

cosf,. < O — éloignement de la source du récepteur



3.7 Horloges accélérées

N

1= Bcosh,

On retrouve les résultats précédents en posant

v, (V > 0 pour rapprochement). (3.63)

cas longitudinal : 6, . =0 VvI(0) = 1]:; v
cas transversal : 6, . =% V/(0)=+/1—-PB%v

Ll ]

cas particulier : 0y c = —— W v'(0)=v
ou ﬁ _ ZCOng‘c
14+cos“6y ¢
On peut facilement I’angle pour lequel I’effet Doppler est nul, ¢’est-a-dire v/(0) = v. Con-
trairement au cas non relativiste, cet angle n’est pas 6, = 7.

On peut visualiser la dépendance angulaire a partir de la figure 3.14. On note que la
couleur de la lumiere (ou la fréquence, ou la longueur d’onde ) observée par le détecteur
dépend de I’angle entre la vitesse de la source et la direction de la lumiere qui a atteint le
récepteur.

3.7 Horloges accélérées

La relativité restreinte ne fait pas de prédiction relative a I’effet dynamique de 1’accéléra-
tion (forces, tensions induites...). Si I’effet dynamique de 1’accélération est absent ou n’existe
pas, on peut supposer que t' = yT s’applique a chaque instant pour une horloge accélérée
avec v (dans ) la vitesse instantanée. Deux conséquences s’ensuivent :

1. Dans un repére non inertiel en mouvement circulaire uniforme : ¢ =yt
2. Si v est constant sauf en de brefs instants d’accélération, la relation /' = yT sera encore
valide.

Exemple 3.6

Horloges accélérées
Les horloges placées a la surface de la Terre et sur un édifice de 100 m n’indiquent pas les
mémes temps. Par combien different-elles ?

M Solution :

Négligeant la contribution au ralentissement due au champ gravitationnel (requiert la
relativité générale), un effet dii a la différence de vitesse tangentielle est calculable.

Par rapport a un observateur au centre de la Terre qui tourne avec celle-ci chacun subira
un ralentissement proportionnel 2 7~ !. Donc le ralentissement 2 la surface de la Terre est

1 R\
R (“’T) — 1-6.39927 x 10~ 2!
Yr C

ol Ry est le rayon terrestre et @ est la fréquence angulaire de la Terre (w = 27 /jour). On
reconnait WR7, la vitesse tangentielle. L horloge perd donc

Atr = 6.39927 x 10721 s

sur la seconde du centre de la Terre. Par ailleurs, le ralentissement sur I’édifice est

2
L \/1 _ (“’(RHIOOm)) = 1-6.36452 x 102!
YE ¢

et cette horloge perd donc
Atp = 636452 x 102!
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sur la seconde du centre de la Terre. Donc, I’horloge de 1’édifice est ralentie d’un facteur

W 1636452 x 102! +6.39927 x 102!

Ye

et perd donc

Atrp = Aty —Ag =6.39927 x 10721's — 6.36452 x 102!’
= 3475x10 %5

par rapport a I’horloge sur Terre dans le repeére de la Terre (ce qui est tout a fait négligeable).
Mentionnons ici qu’une étude plus approfondie impliquant la relativité générale nous aurait

menés a considérer des effets supplémentaires dus a la gravitation. @

| v,

f Exemple 3.7

Dilatation du temps
Pour 1~ — e~ +Vv+Vavec T~2.2x 10~%s. On observe le temps de vie dilaté y7 lorsque
les (1~ sont en mouvement circulaire uniforme dans un champ magnétique (accélérateur).

®

. J

3.8 Formalisme quadridimensionnel *
Rappelons que

=Y(x—Ber) (3.64)

En adoptant la notation avec des indices (0, 1,2,3), ol la composante 0 correspond 2 la
quantité X0 = ct. Alors, ona:

X0 = y(x — Br')
IR (3.65)
W3 =3
que I’on peut écrire sous forme matricielle ainsi :
K0 y —y8 0 0 X0
R R e @69
X3 0 0 01 x?
ou encore
KH = i AbxY (3.67)
v=0

ot Al est appelée matrice de transformation de Lorentz et ot x* est un quadrivecteur

XM= (xo,x17x2,x3) = (xo,x). (3.68)

Notation 3.1
0 Notation d’Einstein
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3.8 Formalisme quadridimensionnel *

Souvent on abrege cette notation par la notation d’Einstein

3

A=Y Ayx"

v=0

= Abx¥ (3.69)

ou la répétition d’indice grec (ex. i,Vv,A,0... ) sous-entend la somme sur des indices
0,1,2,3. Toutefois, la répétition d’indice latin (ex. i, j,k, /... ) sous-entend la somme sur
des indices 1,2, 3. A noter : des indices identiques ici, il y a un indice inférieur (covariant)
et un indice supérieur (contravariant) et la somme correspond a un produit scalaire de

Lorentz. o

Donc, I’expression précédente n’est pas équivalente a

= ApxY # Al (3.70)

puisque la somme dans le terme de droite ne s’effectue que sur les composantes i = 1,2, 3.

La transformation inverse de Lorentz peut aussi s’écrire dans cette notation

K0 y yB 0 0 X0
x! 0 0 ¥/!
2 |~ y(? 2)/ 1 0 x? G3.71)
X 0 0 01 x?
ou encore _
= ALxY (3.72)

oi Al = (Af) ™

Le tenseur métrique

Réexaminons un quadrivecteur avec plus d’attention. Plus formellement, dans un espace
vectoriel a D dimensions, il est possible de choisir D vecteurs de bases ¢, et de représenter
un vecteur A a partir de ses composantes paralleles aux ey,. Alors, tout vecteur A s’écrit

3
A= Z A“eu :A“ey
u=0

(3.73)

ou A" désignent composantes contravariantes de A. Dans un changement de systeme de
coordonnées, comme une transformation de Lorentz, les bases deviennent

et — oM = AleY. (3.74)
Le produit scalaire de deux vecteurs A et B prend la forme
A-B=A"e;-BYey =AFBYg,y (3.75)
ou
uv =ep-ey (3.76)

est appelé le tenseur métrique ou simplement la métrique. 11 est commun, et plus simple de
choisir une base ot les vecteurs de base sont orthogonaux : soit,

(3.77)

guv=0 si p#v

et donc
A-B=AMBte, ey (3.78)

Pour le cas des quadrivecteurs d’espace-temps dans 1’espace de Minkowski, la « longueur
généralisée », la pseudo-norme, d’un vecteur espace-temps est reliée a I’intervalle, ex.

XX = x ”Xﬂeﬂ 'eu
= _)C’u)z
(xo)zeo eo+( )261-e|+(x2)262~€2+(x3)2€3'6’3
= () —x*—y* =7 3.79)
(As?) (3.80)

I 4 N N b Db
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alors la pseudo-norme des vecteurs de base est

1 siou=0
eu.eu_{ L op—123 (3.81)

et le tenseur métrique s’écrit

1 0 0 0
0 -1 0 0

=10 0 -1 0 (3.82)
0 0 0 -1

Composantes covariantes

Nous avons vu que le vecteur A est défini en termes des composantes contravariantes
AH, c’est-a-dire A = At e, .. Cette définition n’est pas unique. Il est possible et souvent utile
d’utiliser un autre choix de vecteurs unitaires et de composantes, les composantes covariantes.
Les composantes covariantes sont des projections orthogonales de A sur les vecteurs de base
ey . Par exemple,

ey A=Ay (3.83)

(a noter I’indice inférieur) ou autrement dit

Ay = ey-A=eyu-AVey
= &8 uvAv
Le vecteur A peut alors s’écrire en se servant des composantes covariantes et les vecteurs de
base e
A=Ay et
et de la méme facon on peut définir
gtV = et e
et on vérifie que g"V est aussi
1 0 0 O
gt = 8 _01 f)l 8 (3.84)
o 0 0 -1
A noter, le tenseur métrique guv et son inverse g"" coincident
guv =g"" (3.85)

et

g" gy =la=6)
g”vgp,v =Tr ([4><4) =4,

Finalement, on en tire la relation entre les composantes contravariantes et covariantes

AH g"vaA, (3.86)
Ay = guAR. (3.87)

Par exemple, pour le quadrivecteur contravariant de position

= (0 xt % %) = (e,x) (3.88)
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on aura un quadrivecteur covariant de position :

xV - ()C(),.X],.Xz,XS)
= &vay
10 0 0 x0
B 0 -1 0 0 x!
n 0 0 -1 0 x?
0 0 0 -1 x?
= (xo, —x!, =2, —x3) (3.89)
et donc
M= (ct,x) composantes contravariantes
xy = (ct,—x). composantes covariantes

Pour un vecteur arbitraire a dont les composantes contravariantes sont a*

a* = (a®,a',a?,a®) = (d°,a) composantes contravariantes
ay = (a°,—a',—a*,—a*) = (a°, —a) composantes covariantes

Le produit scalaire de deux vecteurs a et b quelconques est donné par
a-b=a"by
c’est-a-dire
a-b=a"by
= (a",a)- (b°,—b)

=a'—a-b
= aub“.

Remarque 3.5

0 Invariance de Lorentz
Pour deux vecteurs de Lorentz a et b, le produit scalaire

a-b=a'b,

est un invariant de Lorentz, c’est-a-dire que cette quantité n’est pas affectée par une
transformation de Lorentz et donc a la méme valeur dans tous les systeémes de référence

inertiels 0

3.9 AQuelques exemples

Figure 3.15 <»
Signal radio et fusée.
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Figure 3.16 <»
Diagramme espace-temps de la fusée.

3. Transformations de Lorentz

f Exemple 3.8

@ Horloges

Un repere S’ se déplace a une vitesse 0.8 c par rapport au repere S. Les horloges sont
ajustées de telle sorte qu’az =1 =0, on ax = ' = 0. Deux événements se produisent :
I’événement 1 a x; = 10m, ct; = 60m et I’événement 2 a x, = 50m, ¢, = 90m.

Quelle distance, dans §', sépare les endroits ol se sont produits les deux événements ?

M Solution :
Une réponse trop hative serait d’utiliser la formule de contraction des longueurs

AY = LA
Y

c’est-a-dire, comme Y = % .

3
A = 5(40m) =24m.

Mais cette fagon de procéder indique que I’on a pas respecté la reégle qui s’applique pour
le calcul des contractions de longueurs, il faut que les positions soient notées au méme
instant dans S’. Dans le cas qui nous concerne, nous avons plutdt

cAf' = y(cAt—BAx)
- 2(30m—0.8-40m)
Z33m£0

Calculons cette fois-ci Ax’ de la bonne maniére :
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AY = y(Ax—PBcAr)
5
= §(40m—0.8-30m)
~ 27m
ce qui est différent du 24 m obtenu plus haut. @
ct A , Queue Tote
ct /
Lumieére
ctr R
C_t’p /
l‘l
100 _@)'R.
£ e
_ LR
80 m

f Exemple 3.9
@ Dilatation du temps et contraction des longueurs
Une fusée longue de 100 m (longueur propre) se déplace a la vitesse 0.6¢ par rapport a la
Terre. Un signal radio est émis d’une station terrestre au moment ot la queue de la fusée
passe vis-a-vis de cette station.
(a) A quelle distance, pour les observateurs terrestres, se trouve la téte de la fusée au
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moment ol un récepteur placé dans la téte recoit le signal ?

(b) Toujours pour les observateurs terrestres, quelle durée s’est écoulée entre 1’émission
(événement &) et la réception (événement %) ?

(c) D’apres des mesures faites par des observateurs de la fusée, combien de temps s’est
écoulé entre & et Z ?

M Solution :
Ce probleme est illustré par le diagramme de Minkowski a la figure ci-contre.
Identifions tout d’abord les événements et leurs coordonnées.

x=x'=0
t=t'=0
X=Xp =1ty

événement &

événement # ol o
¥=x5, t'=t,

avec ici,

Q]

Pour la Terre, la fusée a donc une longueur de 80 m.
(a) On cherche a connaitre xg. Il y a deux fagons de le calculer :
(i) graphiquement, on note tout de suite que

X =80m+ P - cty

ol V = tan mais comme on voit que x4 = f alors on en tire que

80m 80m
p = = — = 2
M= 12p T 04 200m

(i1) ou en utilisant les transformations de Lorentz,

xg = Y(xp+B-ciy)
y(100m+0.6-100m) = 200m

la valeur de cr/, = 100m provient du fait que dans 5, la durée entre les événements est
de 100m/c .

(b) On cherche a connaitre 7.

(i) graphiquement, cty = x5 = 200m

(ii) par déduction, si x5z = 200m, alors le temps requis pour parcourir cette distance par la
lumiere est ¢t = 200m

(c) On veut ici calculer cr/,, et on peut le faire de deux fagons :

(i) graphiquement, par observation, on note tout de suite que

ctly =x; =100m
(ii) ou en utilisant les transformations de Lorentz,
/
ctyy =Y (cte — Bxz)

3
= % (200m+ 5 -200m) = 100m.

f Exemple 3.10
Une voiture de formule 1
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Une voiture de formule 1 réussit a atteindre une vitesse de 0.8 c. Supposons que la voiture
peut étre représentée par un rectangle de Sm de longueur par 2m de largueur.

(a) Pour un observateur a la ligne d’arrivée, quelle est la longueur et la largeur du bolide ?
(b) A I’arrivée de la voiture, on prend un « photofinish ». Sur la photo la voiture semble
avoir effectué une rotation d’un angle 6. Pourquoi et quel est I’angle apparent de rotation
0.

(c) Quel est I’aspect du véhicule sur la photo dans la limite ou la vitesse de la voiture tend
vers ¢ ?

M Solution :
(a) Il y a contraction de Lorentz pour les dimensions paralleles a la vitesse de la voiture
(longueur = L, largeur =/ )

L’:%:\/1—ﬁ2L=3m\/1—(0.8)2=3m

La largeur / reste la méme ( L a la vitesse )
(b) La projection du c6té de la voiture est de longueur :

L’:%: 1-B2L

La projection de I’arriére de la voiture sera doit tenir compte du délai entre le signal du
coté rapproché et celui du coté éloigné soit

l
At = —
(&

Pendant Az, le coté rapproché s’est déplacé de

I'=VAt=Bl1=08x2m=1.6

donc I’arriere de la voiture semble avoir une étendue /' = V/. La position des deux phares
arrieres de la voiture est donc caractérisée par

| = largeur de la voiture

Bl = séparation parallelement a V

donc I’arriere de la voiture semble inclinée de

sinezgzﬁ

De la méme fagon, les extrémités du coté de la voiture est donc caractérisée par

L = longueur de la voiture
v 1—PB2L = projection parallelement a V

donc coté de la voiture semble inclinée de

VIZFL_ i

.

cosf =
L’angle de rotation apparent du véhicule est donc
0 = arcsin(f3) = arcsin (0.8) = 0.927rad = 53.1°

ou

0 = arccos(y/1 — 2) = arccos ( 1— (0.8)2> =0.927rad =53.1°

58 = a4 4 A N~ D> D>




3.9 Quelques exemples

(c) Dans la limite ot § — 1,

0 = arcsin(f}) = g =90°

donc on ne verra que I’arriere de la voiture sur la photo. @
\ J
vi!
l
L l L
L'qL/~ .
Figure 5.24 <»
Rotation apparente de la voiture
v v v v v v
Repére de la Repeére de la Projections
voiture caméra, vues de la

caméra
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3. Transformations de Lorentz

3.10 Exercices

3.10.1 Transformations de Lorentz

3.1 Cadillac versus Géo Métro
Considérez un univers ol la vitesse de la lumiere est égale 2 100km/s. Une limousine
Cadillac se déplacant a une vitesse v dépasse une Smart roulant a la vitesse limite
Viim = 0.5¢ = 50km/s. De combien la Cadillac dépasse-t-elle la vitesse limite si sa
longueur telle que mesurée par un observateur au repos est la méme que celle mesurée
pour la Smart ? On suppose que la longueur propre de la Cadillac est le triple de celle
de la Smart.

3.2 Contraction des longueurs
Une tige de longueur L, au repos dans le repere ', fait un angle 6’ par rapport a I’axe
x'. Déterminez la longueur L et ’angle 0 tel que mesurée dans le repere S. Le repere S’

Figure 3.18 «» . .. s R
Schéma de la situation décrite au probléme 3.3 se déplace a vitesse constante v selon 1’axe x du repere S.
vers
2 S\
»
VAL
0
1 >
»
0  wvcosOAt
vers S

3.3 Lancement de fusée
Une fusée est lancée d’un point O a une vitesse v et a un angle 6 par rapport a un
observateur S situé a une treés grande distance D de O. Le point O est considéré au
repos par rapport a I’observateur S. La grande distance nous permet de supposer que
les différentes lignes de visée vers la fusée sont, a toutes fins utiles, paralleles (voir la
figure 3.18)

(a) En supposant que la fusée met un temps Az pour se déplacer du point 1 au
point 2, obtenez d’abord une expression pour le délai apparent At,,, mesuré par
I’observateur (on doit tenir compte du fait que le point 2 est plus pres de S que le
point 1) et obtenez ainsi une expression pour la vitesse transversale (c’est-a-dire
perpendiculaire a la ligne de visée) apparente v, de la fusée. En d’autres termes,
il s’agit de déterminer a quelle vitesse le point représentant la position de la fusée
sur le ciel apparaitra se déplacer tel que vu par I’observateur S.

(b) Montrez que cette vitesse peut dépasser la vitesse de la lumiere et expliquez
pourquoi ceci ne pose aucun probleme. [Indice : trouvez 1’angle 6, pour lequel
la vitesse apparente est maximum. |

3.4 Longueur apparente d’une fusée

Une caméra éloignée (lignes de visée paralleles !) enregistre la position instantanée
d’une fusée de longueur propre b se déplacant a vitesse v selon I’axe des x (voir la
figure 3.19). On a choisi le temps de pose suffisamment court de fagon a ce que la
fusée n’apparaisse pas floue. Juste derriere la fusée (distance écran-fusée égale a zéro)
et parallele a sa trajectoire se trouve un écran gradué que la fusée éclipse lors de son
passage. L’écran est au repos par rapport a la caméra et la caméra est a un angle o par
rapport au vecteur vitesse de la fusée. Quelle sera la longueur apparente de la fusée sur
la photo ? En d’autres termes, quelle est la longueur d’écran cachée par la fusée sur la
photo ?
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3.10 Exercices

3.5

3.6

3.7

3.8

écran gradué

\\'ers la caméra

Rayon cosmique

Un neutron ayant une énergie cinétique de 10'*MeV se déplace dans la Galaxie selon
une direction perpendiculaire au plan galactique. On appelle rayons cosmiques les
particules ayant une énergie aussi considérable. Pour simplifier le probleéme, on suppose
que la Galaxie ressemble a un disque d’une épaisseur D = 300al et de rayon R =
50000al. (La masse du neutron est 980 MeV / ¢?)?

(a) Quel est le facteur de Lorentz y du neutron ?

(b) Quelle serait 1’épaisseur apparente de la Galaxie telle que mesurée dans le repere
du neutron ?

(¢) La durée de vie du neutron est de 103s. Si le neutron se déplacait selon une
direction radiale dans le plan de la Galaxie, aurait-il le temps de traverser la
Galaxie avant de se désintégrer ?

Voyage interstellaire

Vous désirez voyager jusqu’a une étoile située a NV al (1 al =1 année-lumiere) de la Terre.
A quelle vitesse devez-vous vous déplacer pour que le voyage dure N années de votre
vie ?

MM Laperche et Lagrange revisité

Un coureur rapide, M. Laperche, portant une perche de 20 m, s’approche d’une grange,
a une vitesse de 0.8c. Son ami, M. Lagrange, se tient pres de la porte ouverte de cette
grange, dont la longueur est de 15m (cf. figure 3.20).

(a) Selon M. Lagrange, quelle est la longueur de la perche portée par M. Laperche ?

(b) Aussitdt que M. Laperche est entré dans la grange avec sa perche, M. Lagrange
ferme la porte. Combien de temps s’est écoulé, selon M. Lagrange, entre le
moment ot il ferme la porte et le moment ou I’extrémité de la perche frappe le
mur opposé a la porte ? De quel type est I’intervalle entre ces deux événements ?

(c) Dans le repere de M. Laperche, quelle est la longueur de la grange ?

(d) Est-ce que M. Laperche pense que la perche est entierement dans la grange
lorsque sa perche frappe le mur ? Et lorsque la porte se ferme ?

(e) Discutez ce probleme en vous appuyant sur des graphiques bien tracés. Prendre
comme événement origine a ¢ = ¢ = 0, ’entrée de la téte de la perche dans la
grange & x = x' = 0 (sur la figure les systemes S et S’ coincident donc &t = ¢’ = 0).
Faites I’hypothese que la perche est rigide et que le mur du fond de la grange est
facile & défoncer.

=

E

20 m

Tube cathodique

Les électrons d’un tube cathodique de télévision se déplacent dans le tube a 30% de
la vitesse de la lumiere. Par quel facteur le tube sera-t-il réduit dans le référentiel des
électrons relativement a sa longueur au repos ?

21 al = 1 année-lumiere

Figure 3.19 <»
Schéma de la situation décrite au probleme 3.4

Figure 3.20 <»
Schéma de la situation décrite au probleme 3.7
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3.9 Voyage vers o du Centaure
L’étoile la plus rapprochée de nous au-dela du systeme solaire, I’ du Centaure ou
Rigel Kentaurus , se trouve a une distance de 4al . Un vaisseau spatial peut se rendre
a I’étoile en 5a tel que mesuré sur la Terre®.
(a) Combien de temps le voyage durera-t-il du point de vue du pilote du vaisseau ?
(b) Quelle est la distance Terre-étoile du point de vue du pilote du vaisseau ?
3.10 Les retrouvailles
Les jumeaux A et B vivent sur la Terre. Le jour de leur 20 ans le jumeau B monte dans
un vaisseau en vue d’atteindre une étoile située a 30al ( tel que mesuré de la Terre)’.
Sachant que le vaisseau se déplace a 0.95c, quels seront les dges des jumeaux quand ils
seront de nouveau réunis ?
3.11 Désintégration de I’oxygene 15
L’ 0" radioactif se désintegre 2 un taux tel que la moitié des atomes d’un échantillon
se désintégrent a toutes les 2min. Si un tube contient 1000 atomes de O et qu’il se
déplace a 0.8 c par rapport a la Terre pendant 6.67 min, combien d’atomes restera-t-il
lorsque le temps se sera écoulé ?
3.12 Observations dans le systeme solaire
La Terre et le Soleil sont distants de 8.33 minutes-lumiere. Un événement A se produit
sur la Terre a t+ = 0 et un événement B sur le Soleil a + = 2.45min (tel que mesuré dans
le référentiel Terre-Soleil). Déterminez lequel des événements se produira le premier et
la différence de temps entre A et B si :
(a) vous vous déplacez de la Terre au Soleil avec v =0.75c¢
(b) vous vous déplacez du Soleil a la Terre avec v =0.75c¢
(c) vous vous déplacez de la Terre au Soleil avec v = 0.294c.
3.13 Dispute de dimension galactique
Deux civilisations évoluent sur les cotés opposés d’une galaxie de 10° al de diametre®.
Ils se disputent presque depuis toujours. Au temps ¢ = 0, dans le référentiel de la
galaxie, la civilisation A envoie son premier engin spatial dans le but de détruire la
civilisation B. Quant a elle, la civilisation B envoie son premier engin spatial 50000 ans
plus tard. Un étre d’une civilisation C traverse la galaxie a 0.99 ¢ sur une ligne allant de
AaB.
(a) Lacivilisation B pouvait-elle étre informée de 1’attaque de la civilisation A ?
(b) Pour I’étre de la civilisation C, quelle civilisation a envoyé son engin spatial en
premier ?
(c) Sila civilisation B avait lancé son engin spatial 1000000 ans apres la civilisation
A, les résultats précédents seraient-ils les mémes ?
(d) Pourrait-il y avoir un observateur qui verrait les deux lancements en méme temps ?
Si oui, quelle devrait étre sa vitesse par rapport a la galaxie (considérez les deux
moments d’attaque de la part des B) ?
3.14 Probléme de longueur
Soit deux vaisseaux de 25 m de longueur. Cette longueur est mesurée dans leur référen-
tiel au repos respectif. Le vaisseau A s’approche de la Terre a 0.65c. Le vaisseau B
s’approche de la Terre a 0.5 ¢ mais dans la direction opposée. Déterminez la longueur
du vaisseau B telle que mesurée :
(a) dans le référentiel de la Terre,
(b) dans le référentiel du vaisseau A.
3.15 Equation d’onde
Montrez que I’équation d’onde sphérique de lumiére est invariante sous les transforma-
tions de Lorentz. (I’onde en question a la forme : x* +y> + 7> = c¢%1%)
3.16 Accélération
Soit deux référentiels K et K’, K’ se déplace 2 une vitesse v par rapport 2 K. Trouvez
d’abord les transformations de Lorentz pour les accélérations, puis appliquez-les pour
trouver les composantes parallele et perpendiculaire de I’accélération dans K d’une

31al = 1 année-lumiere.
4la=1an.

31al = 1 année-lumiere
01 al = 1 année-lumiére



3.10 Exercices

particule qui, dans K’, a une vitesse u et une accélération a.
3.17 Vitesses
On effectue deux transformations de Lorentz successives pour des vitesses v| et vy.
Trouvez la vitesse v qui donnerait le méme résultat, mais avec une seule transformation ?
3.18 Particules
Dans un référentiel O, une particule « a » est au repos et une particule « b » a une
vitesse de v. Trouvez la vitesse V d’un référentiel O' pour que les deux particules aient
la mé&me vitesse dans des directions opposées.
3.19 Référentiels
Soit un référentiel O et un référentiel O'. Le référentiel O’ s’éloigne de O avec une
vitesse V selon I’axe des x. Une particule dans O’ a une vitesse V' et forme un angle 6’
avec I’axe des x. Trouvez I’angle dans O
3.20 Processus radioactif
Dans un certain processus radioactif, un noyau émet deux électrons a méme vitesse en
sens opposés. Trouvez la vitesse de I’un par rapport a I’autre, si la vitesse par rapport
au noyau est de 0.67 ¢ pour chaque électron ?
3.21 Boite cubique
Une petite boite cubique dont le c6té est de longueur b est lancée parallelement a une
de ses faces avec une vitesse v. Quel est son volume apparent ?
3.22 Durée de vie moyenne
Les mésons ont une durée de vie moyenne au repos de 2.2 x 10~%s. IIs sont créés a une
altitude de 10km et voyagent a une vitesse de 0.995 ¢ vers la Terre. Trouvez :
(a) ladurée de vie moyenne des mésons telle que vue sur Terre
(b) le temps mis pour arriver au sol tel que vu sur Terre
(c) le temps mis pour arriver sur Terre pour un méson.
3.23 Rythme cardiaque
Un astronaute a normalement un rythme cardiaque de 72 battements par minutes. Si il
est dans un vaisseau voyageant a 0.68 ¢, quel est son rythme cardiaque percu sur Terre
(a) sile vaisseau s’en approche et
(b) sile vaisseau s’en éloigne
3.24 L’impossiblium
Un géologue d’une planete éloignée découvre une nouvelle forme d’élément : I’'impos-
siblium. Il décide de montrer sa découverte a ses collegues sur Terre. Il prépare deux
boites contenant exactement la méme quantité de minerai. Il en garde une pour I’étudier,
et il envoie 1’autre vers la Terre a bord d’un vaisseau voyageant a une vitesse de 0.86c¢.
Une foi le vaisseau parti, le géologue se rend compte que la demi-vie du minerai est
d’une journée (c’est-a-dire le minerai diminue de moitié chaque jour). Lorsqu’il reste
un vingtieme de la quantité initiale dans la boite sur la planete du géologue, quelle
fraction du minerai initial reste-t-il dans le vaisseau (le vaisseau n’est toujours pas
arrivé sur Terre) ?
3.25 Navette de secours
Un explorateur pressé parcourt la galaxie a bord d’un superbe vaisseau voyageant
a une vitesse de 0.75c. Il rencontre en chemin un pauvre extraterrestre en panne
d’essence. L’explorateur décide de lui envoyer sa navette de secours pour qu’il puisse
se rendre a une station-service. Sachant que le vaisseau de 1’explorateur s’éloigne
de I’extraterrestre, et sachant que pour 1’explorateur la navette a une vitesse de 0.78c¢
et une longueur de 15m, quelle est la longueur de la navette (a) au repos et (b) pour
I’extraterrestre ?
3.26 Courses interplanétaires
Dans un lointain futur, on pourra assister a des courses interplanétaires. Supposons
qu’une course oppose 1’explorateur pressé (0.75c) au vaisseau rempli de minerai
(0.86¢). Les deux vaisseaux partent en méme temps et se dirigent vers une planete a 12
al de leur point de départ. Lorsque les deux participants se rencontrent enfin, quel est
celui qui a vieilli le plus, et de combien d’années ?
3.27 Un explorateur
Si un explorateur se rendait sur la frontiere de la galaxie d’Andromede (2 x 10°al)
en 50a et que, rendu sur place, il décide d’envoyer un message radio sur Terre pour
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3. Transformations de Lorentz

informer le monde de son exploit’. Combien d’années apres le départ de I’explorateur,
la Terre regoit-elle le message ?

3.28 Boite de conserve relativiste
Dans le but de conserver plus longtemps des choses qui ont une tres petite durée de vie,
on décide d’inventer une « boite de conserve relativiste ». Cette machine est simplement
une immense tige de 1km de long que I’on fait tourner a grande vitesse, avec, a une de
ses extrémités, une petite boite pour contenir la chose a conserver. Trouvez la vitesse
angulaire nécessaire pour allonger la vie d’un facteur (a) 2 (b) 5 et (¢) 20 ( ne vous
préoccupez pas de la force centrifuge que ressent 1’objet dans la « boite de conserve »,
c’est un probleme fictif)

3.29 Milieu translucide
Dans un milieu translucide d’indice de réfraction 7, la lumiere se propage a une vitesse
c¢/n. Quelle vitesse la lumiére a-t-elle si elle se propage vers ’aval d’un courant qui a
une vitesse V par rapport a un observateur fixe ?

3.30 Deux véhicules
Dans un repere O, on voit deux véhicules se déplacer parallelement. Le premier roule a
0.9c et le deuxieme a 0.7 c. Trouvez la vitesse de 1’un par rapport a I’ autre.

3.31 Métrique
Trouver le résultat général pour g"V gy

3.32 Deux vaisseaux
Deux vaisseaux d’une longueur de 100 m approchent I’un vers 1’autre. Un astronaute
dans le premier vaisseau mesure que I’autre vaisseau prend 2.5 x 10~°s pour passer
devant lui.

(a) Quelle est la vitesse relative des vaisseaux ?
(b) Toujours d’apres le méme astronaute, combien de temps prend un point du
deuxiéme vaisseau pour franchir toute la longueur du premier vaisseau ?

3.33 Un rayon cosmique
Un rayon cosmique arrive vers le pdle Sud avec une vitesse de 0.787 c. Un autre fonce
sur la Terre vers le pole Nord a une vitesse de 0.612c. Si on se place de maniere a voir
un des rayons au repos, a quelle vitesse I’autre s’ approche-t-il ?

3.34 Spock et les Klingons
Un vaisseau klingon (repére S') passe 1’ Entreprise (repere S) a une vitesse v = 0.6¢
selon I’axe des x. Comme d’habitude, on suppose que les origines des deux systemes
de coordonnées coincident a t = ' = 0. Spock (vaisseau S) observe un missile lancé
du vaisseau klingon et passant I’origine de son systeme de coordonnées a ¢t = () avec
une vitesse v = 0.4 c. Déterminez la trajectoire du missile, c’est-a-dire sa position en
fonction du temps, telle que mesurée dans S'.

3.35 Vaisseaux
Un vaisseau arborant 1’insigne de la figure 3.21 passe devant un autre vaisseau (qui, lui,
est au repos) avec une vitesse de 0.95¢. A combien de degrés par rapport 2 la verticale
les habitants du deuxiéme vaisseau voient ils la barre oblique du symbole ?

Figure 3.21 <» 450
Schéma de la situation décrite au probléme 3.35

"la=1an.
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4.1

Dynamique relativiste

E CHANGEMENT FONDAMENTAL apporté au concept espace-temps nécessite une
révision des lois de la mécanique développées pour des vitesses non relativistes.
Ainsi F = Ma n’est pas valide : il suffirait d’appliquer une force constante suff-
isamment longtemps pour accélérer jusqu’a une vitesse plus grande que celle de la

lumiere !
Les lois de la mécanique sont toujours soumises au principe de I’invariance galiléenne.
En incorporant la transformation de Lorentz a ce principe, on dira que

Postulat 4.1

Invariance de Lorentz

Les lois fondamentales de la physique ont la méme forme dans tous les reperes reliés par
une transformation de Lorentz

Conservation de la quantité de mouvement

Pour une collision de deux particules de méme masse M, vue du repere du centre de
masse, on a (cf. figure 4.1)

(Ply +P2y)avant = (Ply +P2y)aprés 4.1
Sip=Mv :
Apiy = —Apay = —2mgvy. “4.3)

La conservation de la quantité de mouvement dans le repere S du centre de masse provient
davantage de la symétrie que de sa définition !
Reconsidérons la méme collision dans un repere S de vitesse (cf. figure 4.2)

V = ve; “4.4)
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Figure 4.1 A
Collision de deux particules de méme masse, vue
du repére du centre de masse.
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Chapitre 4

4. Dynamique relativiste

par rapport au repere S du centre de masse. Dans S’ on doit avoir

/ —Vy —Vy 2 2\3
= = 1— 4.
Vl.y '}/(I+VXV/C2) (1+V)26/C2) ( vx/c ) ( 5)
P vy B Vy
Vay = 4.6)

PV ™ (!

Ainsi ‘v’l},‘ # |V,
Pour la définition newtonienne de la quantité de mouvement, on a donc Ap/ y # —Ap’z). !
Si I’on veut conserver la loi de la quantité de mouvement, on doit lui trouver une nouvelle
définition qui soit compatible avec I’invariance de Lorentz. Cette nouvelle définition de p
doit se réduire 2 Mv pour |v| < c. A cause de la transformation de Lorentz, nous savons

A N . Ay A
que A7 n’est pas le méme dans tous les repéres. Ainsi v, = 3 n’a pas la méme valeur dans
tous les reperes en mouvement relatif suivant I’axe x. Par contre,si I’observateur se sert de

I’horloge de la particule, c’est-a-dire le temps propre de celle-ci, % = y% est invariant pour

les reperes.
Alors, si on définit p = ymgv, on aura p, = mo% avec la méme valeur dans tous les
reperes en mouvement relatif suivant x.

Ar Ar @7
= my— = Ymo— = YmoV. .
p OAt Ymo Al Ymo
_1
ot y=(1—v*/c?) 7 (cf. figure 4.3).
. Dans cette définition :
s Y /. 1 1. 7 estle temps propre de la particule, le temps mesuré dans le repere de la particule au

_.V/ Tepos ;
2. yest calculé avec la vitesse v = ‘31—;" de la particule par rapport au référentiel dans lequel

T on veut trouver I’impulsion et non pas une vitesse relative entre deux référentiels comme
c’est le cas dans une transformation de Lorentz.
2 n

P
4 -

Figure 4.2 A

Collision dans un repere §'. 3L

Figure 4.3 <«»

Le momentum p = ymgv (en unités arbitraires) en

fonction de v. 2+
1 L

. . . . Ly

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

3. myg est la masse au repos de la particule, la seule que I’on puisse mettre sur une balance.

Remarque 4.1

@ La masse en relativité

On fait souvent référence a la quantité ymgc” en parlant de la masse relativiste. En fait,
ymoc” correspond A une quantité d’énergie relativiste associée a I’objet en mouvement
(voir section suivante). Pour éviter toute confusion avec la masse au repos, nous utiliserons

plutdt les termes énergie relativiste ou énergie totale dans ce qui suit. 0
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4.2

4.2 Energie cinétique

Définition 4.1
0 Quantité de mouvement relativiste
La quantité de mouvement relativiste est donnée par

p = Ymov

ot y=(1—v?/c?)z. [ )

Ici, aucune force n’est présente puisque nous travaillons avec des objets ou reperes en
mouvement uniforme. Alors pour que la loi de conservation de la quantité de mouvement
conserve sa forme (2¢ postulat), il faut la quantité de mouvement totale d’un systeme est
conservée. La quantité de mouvement totale d’un systéme est la somme vectorielle des
quantités de mouvement individuelles

P=) p. (4.8)

alors
Pavant = Paprés 4.9)

Energie cinétique
Pour une particule de vitesse v, on forme, avec
y=(1-v*/A) 2=(1-B"2 on B=v/c (4.10)
I’invariant

1=y -9/ =1 (4.11)

multiplié par le carré d’une masse m%, cette expression devient

mi = (ymo)* — (ymov/c)®

= (Wlo)2 - P2/C2-

L’expression de droite est donc invariante. Cela suggere que ymq pourrait étre une
quantité importante. Mais m% et p” sont facilement identifiables : il s’agit de la masse au
repos et de la quantité de mouvement d’un objet. Alors, a quoi correspond la quantité ymy ?
Voyons ce qu’on a pour de petites vitesses (|v| << ¢)

2
2 _ mo € _ 2 1o, 2,
YmgpcC = livz/cz—moc <1+2V /C + )
1
— m0c2+§movz+--~ (4.12)

Au deuxieme terme du développement, on reconnait 1’énergie cinétique non relativiste. Ainsi,
pour une particule au repos |v| = 0, ce résultat suggere la définition
E =ymoc> =  énergie totale d’une particule au repos.

Notons que
E? —p*c? = mict (4.13)

est un invariant de Lorentz au méme titre que

At —r? =12
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4. Dynamique relativiste

Le quadrivecteur d’énergie-impulsion *

Les notions d’énergie et d’impulsion sont intimement liées (tout comme 1’espace et le
temps). Ce lien devient évident dans la notation quadri-vectorielle (ou covariante). Revoyons
ces concepts selon de ce nouveau point de vue.

Pour définir une impulsion dans la notation quadri-vectorielle, il nous faut d’abord un
quadrivecteur de vitesse. Nous possédons déja un quadrivecteur de déplacement soit

A* = (cAt,Ax, Ay, Az). (4.14)

Le fait de diviser par dr cette quantité ne nous fournit cependant pas un quadrivecteur
contravariant puisque la quantité df n’est pas un invariant relativiste. On sait toutefois qu’il
existe une autre quantité ayant les dimensions du temps tout en étant aussi un invariant : le
temps propre d 7. Nous définissons donc une nouvelle quantité : la quadri-vitesse u*

dxt cdt dx dy dz

m_ = = T
" dt (dr’dr’dr’dr

). (4.15)

Pour obtenir un quadrivecteur impulsion modelé sur le vecteur impulsion classique, il nous
faut multiplier cette quantité par une quantité invariante ayant les dimensions d’une masse.
Ne sachant pas a priori si la masse d’une particule est une quantité invariante, nous allons
utilisé la masse propre my, c’est-a-dire la masse mesurée dans le repeére ou elle est au repos
comme facteur multiplicatif pour obtenir

cdt dx dy dz
H = mout = (mo——,mo——,mo——=,mp— ). 4.16
p 0 (mo——smo——,mo——,mo ) (4.16)
Voila donc un nouveau quadrivecteur dont on ne sait pas pour I'instant la signification
physique. Essayons donc de la préciser. Comme dt = ¥~ !dt, la partie spatiale de ce

quadrivecteur s’écrit :
1

pl= ymo(v ,vz,v3) 4.17)

c’est-a-dire
p = ymov (4.18)

ou v est la vitesse de la particule dans le repere S.
Voyons ce que ¢a donne pour des vitesses faibles par rapport a celle de la lumiere. Pour
v<c,y—1dou
P = mgVv.

C’est 1a I’'impulsion habituelle que nous connaissons.
Qu’en est-il de la composante temporelle p° du quadrivecteur impulsion ? Siv < c,

1
(1—v?/c?)" 2 ~ L4502/ (4.19)
doit
I
ple=ymoc? =mpc* + Emov2 + - (4.20)

On reconnait dans le deuxieme terme de cette relation I’énergie cinétique habituelle. Mais
qu’en est-il du premier terme qui s’écrit moc” ? Cette expression qui est devenue la formule
fétiche de la relativité a été interprétée par Einstein comme étant 1’énergie propre de la
matiere. Autrement dit, du seul fait qu’une particule a une masse my, elle a un contenu en
énergie de grandeur 11 c”, lequel contenu, comme le dit Einstein peut-étre mis en évidence
par les émissions d’atomes lourds comme le radium. On connait maintenant le sens de cette
prédiction...

Il s’avere que le quadrivecteur impulsion est en fait ce qui pourrait €tre plus approprié
d’appeler un quadrivecteur énergie-impulsion

PIJ = (E/Capx:py:pz) = (’}/111007’}/m0V) = ymO(va) 4.21)



4.3 Le quadrivecteur d’énergie-impulsion *

puisqu’il inclut E, I’énergie totale. Si on a besoin de 1’énergie cinétique, on devra écrire
T = E—my c?
= (y—1)moc? (4.22)

1
- (1 e 1) moc? (4.23)

2

.. . . . . 1 . . . .
ce qui signifie, en fait, que I’expression classique 7" = ;mv~ n’est qu’une approximation

valide pour les vitesses faibles.
Voyons maintenant quelle est la pseudo-norme de p*. On écrit donc

pp = P*pu=gapr®rP

= ()= -~ ()
— B/ —p?

= (ymoc)® — (ymov)*

= PRV )

= mict (4.24)

Ici p* = (E/c, px, py, p-) alors que py = (E/c,—pyx, —py, —p-) et mg est un invariant de
Lorentz. On pourra vérifier explicitement que

P! pu = mjc* = invariant de Lorentz

si on connait les transformations de Lorentz de p* (nous verrons cela plus loin). C’est aussi
le cas de

pHxy = x*p, = invariant de Lorentz

puisqu’il s’agit encore une fois d’un produit scalaire de deux quadrivecteurs de Lorentz.

f Exemple 4.1
Impulsion, énergie et énergie cinétique relativistes
Calculeons I’impulsion, 1’énergie et I’énergie cinétique d’un proton (1, = 0.938 GeV / c?)
ayant une vitesse v = 0.99c.

M Solution :
On a ]
y=(1-v*/c?)"2 =7.08

d’ol1 on obtient

[p| = ym|v|=6.58GeV/c
E = 7ymc®=6.64GeV
T = (y—1)mc®=5.70GeV.

La pseudo-norme de p* est un invariant de Lorentz (c’est-a-dire qu’elle est la méme dans
tous les reperes inertiels) qui correspond a la masse propre

P pu=mict =E* /S —p?
ou

E? :p2c2+m(2)c4. (4.25)

Les relations de conservation d’énergie et d’impulsion peuvent maintenant €tre exprimée
sous une forme trés compacte. L’ énergie-impulsion totale d’un systéme est la somme

PH =Y ph. (4.26)
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4. Dynamique relativiste

Si on pose qu’il y a conservation d’énergie et d’impulsion

Pavant = Popres (4.27)
il en découle que ‘ .
Palvam = Pz;prés ou  Payant = Papres (4.28)

ce qui est la conservation de 1I’impulsion totale et

0 _ p0
P avant — P, apres

ou ES =E9 (4.29)

apres

ce qui est la conservation de 1’énergie totale.

Il est aussi possible de déduire une autre relation importante. D’une part, la quantité
PH (I’énergie-impulsion totale) est conservée, et d’autre part, la grandeur de toute énergie-
impulsion est un invariant relativiste (méme pseudo-norme dans tous les reperes). On aura
donc, par exemple dans un repere arbitraire S

2 2
H _ H
(PS,avant) o (PS.aprés)

mais puisqu’il s’agit d’invariant de Lorentz (relativiste), cette quantité est la méme dans tous
les reperes. Dans un repere S’ on aura

2 2 2 2
H _ u _ H _ i
(PS,avant> - (PS.aprés) - (PS’,avant> - (PS’,aprés) . (4.30)

Dans le repere d’impulsion totale nulle (RIN), c’est-a-dire le repere ou le centre de masse
du systeme est au repos, les calculs sont généralement plus simples. Alors que la derniére
relation tient toujours, on aura dans ce repere spécial, P*}{ﬁ%t = 0 par définition et

2

(P llilIN,ava.nt)2 = (P I(Q)IN,avant) - (PRIN,awam)2

Elot 2
_ PO 2 RIN,avant
- ( RIN,avant) - c

tot _
ERIN,avant - ZE’LRIN
n

Donc la quantité (P“)2 est conservée et est la méme dans tous les reperes. Elle correspond
donc au carré de la somme des énergies relativiste si on se trouve dans le RIN.

(PH)? = <Zn Ep RN ) ?

C

Notons que les termes “repere du centre de masse (CM) » et “repere d’impulsion totale
nulle (RIN) » signifient sensiblement la méme chose. Cependant on utilise RIN pour englober
les cas o les particules en jeu ont des masses nulles ce qui n’empéche pas de trouver un
repere dans lequel I’impulsion totale est nulle.

Travail et énergie cinétique

Nous avons défini I’énergie cinétique relativiste par 1I’expression

1
N S > 15
T=E—myc”=(y—1)mpc pour_v<<02m0v 4.31)

Pour étre formel, il faut vérifier que le travail pour amener une particule de la vitesse v; a la
vitesse v, correspond bien au changement d’énergie cinétique de la particule soit

W=T(n)-T ). (4.32)



4.5

4.5 Transformations de Lorentz de I'énergie-impulsion

Calculons le travail W = || 12F -dr requis pour donner une vitesse v a une particule
initialement au repos. Nous allons faire I’hypothese que la force peut toujours s’écrire
comme le taux de variation de I’impulsion

d
F— d—f avec p = ymov (4.33)
Alors on a p 4 p
p Y v
=== = 434
dt dt oV + Yo dt ( )
et .
dy_4d 1 _ Vi (4.35)
drdr \ \/1—12/c? c2(1—v2/02)%

Pour une force F = Fe,, qui accélere une particule dans la direction des x,le travail est donné
par

d
= F = _—
w / dx /dt (ymov) dx
2
_/ cz(l—vz/c2)% dt
:/7'"0" Dy
(1—v2/c2)2 dt

:/%m
(1-12/¢2)?

V2
my C2 my 02

moVv dv mo dv
— - — | vdt
(1—v2/c2)2 dt

mo C2

1=/, \(1-12/e)?
= (’}/2—’)/1)171002 =AT.

(1-v3/c2)?

1
(1-v3/c)
o
(1-v3/c2)?

ce qui confirme que le travail s’est bien transformé en énergie cinétique. L’énergie cinétique
d’une particule correspond au travail effectué pour la faire passer du repos a sa vitesse soit

r =

== (y—1)moc* =T
Ce résultat nous confirme que F = ‘fi—l;' demeure valide avec p = ymgv.

Transformations de Lorentz de I’énergie-impulsion

Rappelons qu’en termes d’un élément de temps propre dT = %,dt, on a

dr dr
pu— pu— —_— — 4.
P = Ymov="Yymo—- =mo (4.36)
et J
1

ol my est la masse propre (ou la masse au repos). Puisque m et T sont des invariants de
Lorentz, on a que

E/c,px, py, p- se transforment comme c7,x,y,z (4.38)
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Par exemple

_dx
Px—modfr
I3
,dx
Px = OE
—mo%Y(X—Vt)

De la méme facon

E/c=m cﬁ

BT
3

dr’

E/:m()cza

d

=7Y(E—Vpy)
Il en est de méme pour y et z,
' =vy(t—-Vx/c?) E'=y(E—Vpy)
) _ _ I _ 2
X = ')//(.X Vt) _— Px ’}/(}/7)6 VE/C ) (439)
Y=y Py =Dy
7=z P.=p:
c’est-a-dire
E'/c Yy —vyB 0 O E/c
/
P | _-v8 v 00 Px
. = 0 0 1 0 ) . (4.40)
Pl 0 0 01 Dz
ou dans le formalisme quadri-vectoriel
P =Ap". (4.41)

Remarque 4.2

o Facteur de Lorentz-Fitzgerald
Le facteur y qui est explicite ici est le y de la transformation de Lorentz, c’est-a-dire

y=(1—V?/¢?) 2. Il ne faut pas confondre avec celui qui apparait dans p = ymgv et
_1
E = ymyc® ¢’est-a-dire y = (1 _ V2/02) 3 o

Ceci dit, on voit aisément que les définitions

P = Ymov
E = 7m002
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4.5 Transformations de Lorentz de I'énergie-impulsion

1
avec Y = (1 —v? cz) 2 ol v est la vitesse de 1’objet dans le référentiel auraient pu étre

obtenues avec les transformations de Lorentz ci-haut. En effet, pour un objet qui a une vitesse
v = Ve, dans S, ¢’est-a-dire est au repos dans S, on peut écrire

(E'/c,pl, Pl PL) = (mo,0,0,0)

alors dans S
pr=Y(py+VE'/¢*) = ymov
py=py=0
Pz = p/z =0
E =y(E'+vpl) = ymyc?
ouy=(1-V?/c?) : est évalué avec V = v ici.
On note par ailleurs qu’on peut déduire la vitesse d’une particule de sa quantité de
mouvement p et son énergie £ :

dr drdt p )\ moc*> pc?
T _ (B =— 4.42
Vo T dradr <m0) E E (442)
pP= Ev/ (;2 (4.43)
alors qu’une relation analogue dans le cas non relativiste s’écrit
1, .2
5 2T
V= 272’/”0‘} = —
mov )4
Pour un photon, particule de masse nulle, on a
pc=FEe,. (4.44)

puisque sa vitesse est c.

Transformation de Lorentz : cas général
Si la vitesse relative entre S et S’ est dans une direction arbitraire désignée par le vecteur
unitaire e,
V =Ve,

les transformations de Lorentz prennent la méme forme générale que pour la position
d’espace-temps r et ¢ (éq. 3.17) soient :

E'=y(E—Ve,-p)
= Ecosha — e, - psinha

p =p+ (y—1)(en p)e,— 7VE/02 €n
=p+e, (e, p(cosha—1)—E/csinha)

ol tanha = B, cosha = y,sinha = .

s A

Exemple 4.2

Un proton relativiste
La vitesse d’un proton est portée a v = 0.99c¢ e, dans le repere de la cible. Calculons
I'impulsion, I’énergie et 1’énergie cinétique d’un proton (m, = 0.938 GeV/ ¢?) pour un
observateur dans le repere S’ se déplacant a la vitesse V = 0.8c e, par rapport au repere
de la cible..

M Solution :
Tout d’abord reprenons les résultats de la page 69 pour les quantités dans le repere de la
cible :

py = ym|v|=6.58GeV/c
E = 7ymc®=6.64GeV
T = E—mc?>=5.70GeV.
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ollici y= (l—vz/cz)f%.

Approche 1 :
Désignons par 7y le facteur relativiste correspondant a la vitesse relative entre le repere de
la cible et . Utilisant les transformations de Lorentz, on obtient :

W:(l_VZ/CZ) %:g

5
Py = Vv(px—VE/c2):g(px—o.SE/c):z.uGeV/c
5
E = W(E—Vpx):g(E—O.Bch):2.29GeV
T'" = E' —mc*=1.35GeV

Approche 2 :
On pourrait procéder autrement et utiliser la transformation de Lorentz pour la vitesse

pour obtenir les quantités recherchées : Avec v=10.99ce, et V=0.8c e,
, ve—V (0.99) —(0.8)

pr— = = .1
ST e T 1-(0.99)(08) €~ O013¢

et alors on a 1 1
Y =(1-v?/?) "2 =(1—(0.913)%)"2 =2.46

d’ol1 on obtient

p'| = ¥Ym|v|=211GeV/c
E' = Ymc?=229GeV
" = (Y-1)mc*=135GeV

Note :
Dans le repére du proton, qu’on appellera ici S” tel que V.=v =0.99¢ e,, on obtient :

W=r=(1-/&) "

Py = W(p—VE/?) =1(ps—VvE/c*) = y((ymov) —v(ymo)) = 0GeV/c
E" = W(E-Vpy)=7((ymoc?) —v(ymv)) = moc* = 0.938GeV
T" = E"—mc*=0GeV

Autrement dit, le proton a une impulsion et une énergie cinétique nulles dans S” comme
on est en droit de s’attendre pour une particule au repos. @

| v,

4.6 Exemple : collision inélastique

On considere la collision de deux particules identiques qui restent collées :

* dans le repere de centre de masse : p; +p2 = p3 =0 et,
* dans un repére S’ arbitraire : p| +p), =p} .
Ces deux équations doivent étre reliées par la transformation de Lorentz reliant le repeére
S" au repere S du centre de masse. Si la vitesse de S’ par rapport a Sest V. = Ve, , la
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4.6 Exemple : collision inélastique

composante x de la deuxieme équation s’écrit :
pllx + p/2x = pgx
Y(Pix—VE/ ) +7(p2—VE2/ ) =¥ (psc— VE3/ )

donc
Y(Pix+p2x) — W (E1 + E2) /¢* = yp3 — YVE3/ &

Regroupant ces termes, on obtient
Y(Pie+ pac—p3x) = W (Ex +E2—E3) /&
Mais dans le repere de centre de masse
Pixtpa—p3ic=0

alors
Ei\+E,—E;=0

donc il y a conservation de I’énergie relativiste. Puisque les particules initiales sont identiques,
on a d’une part E| + E» = 2ymqc” et d’autre part : E3 = mq3 ¢’ alors

mo3 = 2ymo = 2mg RN

Remarque 4.3

0 La masse propre

Attention : La masse propre d’une particule ou d’un objet correspond a sa masse telle
que mesurée au repos et a I’état libre (soumise a aucune interaction). Par contre, pour
la masse d’un systeme de particules ou d’un objet qui est soumis a des interactions est
identifiée a la différence entre son énergie totale et son énergie cinétique totale :

2
Mototale € = Etotale — Trotale

ol Eyy,1e inclus 1’énergie associée aux interactions (ex. énergie potentielle). o

La masse (au repos) de la particule résultante est plus grande que la somme des masses
initiales.La différence de masse au repos est

mys — 2mgy = 2}/m0 —2mgy = (’)/7 l) -2my
c’est-a-dire I’énergie cinétique initiale. On en conclut qu’une énergie cinétique initiale

équivalant a (mo3 — 2my) est convertie en masse additionnelle de la particule résultante.
Ceci est manifeste dans le cas non relativiste ot f =V /c < 1 :

1 1
moz = 2]’}10(1—\/2/02) 2N2m0<1+2\/2/02+...>

12

1
2 <mo + 5m(,v2 /4 ) (4.45)

Amgy =mg3 —2mo =2T = 2T = Amy.

Cette possibilité de transformer de 1’énergie en masse est la manifestation la plus célebre de

la relativité.

perte ou gain net gain ou perte net

= &7 A . (4.46)
de masse au repos d’énergie cinétique

= A4 4 A D> D> 1 T5
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Ainsi, par exemple,

masse d’un ressort masse d’un ressort
p > P 4.47)
compressé non-ompressé
Amgc* = travail de compression. (4.48)

Dans le cas général, on montre que la quantité de mouvement peut étre conservée seulement
si

Y ymoic® =Y E; (4.49)

est conservé, avant et apres la réaction (si un photon (1Y = 0) est impliqué, cette forme doit
étre modifiée).

Exemples quantitatifs

f Exemple 4.3
Masse d’un systéeme

Considérons deux masses de 1kg (1MeV/c? = 1.7827 x 10~3°kg ou 1kg = 5.6095 x
10?*MeV /c?) qui restent collées apres la collision. Quel est le changement de masse du
systeme ?

M Solution :
On peut écrire dans le centre de masse :

2 2 mov> 2
Amgc =2T =2(y—1)moc™ ~2 7 | =mov (4.50)
siv < c. Pour
v = |vi|=|v2]=1km-s!'=3600 km-h~!

0.333x107° < ¢,
on a

6.2203 x 108 MeV /¢
1.1089 x 10~ Mkg.

Am()

12

12

f Exemple 4.4

@ Masse de ’atome d’hydrogéne
Quel est le changement de masse lorsque’on forme 1’atome d’hydrogene ?

H Solution :
Ona
mog < Mop + Moe “4.51)

et la différence de masse correspond a I’énergie de liaison
Amg = 13.6eV = 1.36 x 10 8 GeV./c%. (4.52)

L ’énergie de liaison représente donc 1 partie dans 10% de I’énergie de I’hydrogéne E =
mop c* (=0.9388GeV)..

| v,
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4.9

4.8 Particules de masse nulle

f Exemple 4.5

@ Masse du deutéron
Quel est le changement de masse lorsque’on forme le deutéron, un noyau formé d’un
proton et d’un neutron ?

M Solution :
Les masses du proton, du neutron et du deutéron sont

938.272MeV/ ¢?

}’}’Z()p =
mo, = 939.566MeV/c?
mog = 1875.613MeV/c?
d’ou
Amg = mop, +mo, —mog = 2.225 MeV./c2
C’est exactement I’énergie requise pour le briser ou I’énergie de liaison. @

f Exercice 4.1
Transformation de Lorentz
Vérifier 4 1’aide d’une transformation de Lorentz que si p = ymov et E = ymgc’ dans
Sonap =7yYmV et E' =ymyc’ dans S’ en mouvement uniforme par rapport a S.

Particules de masse nulle

Dans le cas d’une particule de masse nulle (Y = photon, v = neutrinos, ...), certaines
relations ont une forme spéciale, c’est-a-dire

E2—p202:m%c4 = E=]|p|c

pour my = 0. On a donc

pe’
¢
E
et on peut aussi écrire
pc®  ymgv
— =-——=v — alors v=c.
E Ymo

Les particules de masse nulle se déplacent donc toutes a la vitesse de la lumiere. Elle possede
donc une impulsion malgré leur masse nulle !

De plus, pour un photon, 1’énergie et I’'impulsion sont reliées a sa fréquence v (ou sa
longueur d’onde 1) :

et
hv

=" =
PI=" 712

ou X est la constante de Planck.

Effet Doppler une nouvelle approche

Leffet Doppler (cas longitudinal) peut étre abordé maintenant pour des cas relativistes.

Pour un photon de fréquence v se déplacant dans la direction des x

E=p.=hv
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On peut obtenir 1’énergie du photon dans un repere ', en utilisant les transformations de
Lorentz

E'=y(E-Vpy), (4.53)
On en déduit que la fréquence est modifiée par un facteur relativiste
hv' =vy(hv—Vhv/c)=hvy(1— ) (4.54)
c’est-a-dire
(1-B)
Vi=v . (4.55)
(1+B)

Ce résultat concorde avec celui obtenu précédemment.

Pression de radiation

Considérons un grand nombre N de photons dans un cube de coté L. La force moyenne
exercée sur les parois est

(4.56)

P Nombre de collisions Changement p
a par unité de temps par collision /"~

Supposons, qu’en moyenne, % photons se déplacent le long de chacune des trois directions
perpendiculaires aux parois et qu'un photon parcours 2L (aller-retour) entre chaque collision.
Le délai entre chaque collision est donc

Figure 4.4 A
Radiométre de Crookes: Méme avec un vide par- T =2L/c
fait, il n’est pas assez sensible pour observer une
rotation a I'oeil nu.

Autrement dit la fréquence de collision d’un photon est de
v ©
col — 2L

Rappelant qu’en étant réfléchi en direction opposée, chaque photon transmet une quantité de
mouvement de 2 |p| = 2E /¢ et la force exercée sur la paroi par % photons est donnée par

F_N Ap\ N2E NE
T3\ A ) 32L 3L

avec une collision a tous les Ar = v,,;. Alors la pression sur la paroi du cube d’aire L% est

donnée par
F N\ E pE
p=_ — (L) M~ 4.57
12 <L3) 3 3 (4.57)
ou N/L> = Py, la densité de photons. Définissons la densité d’énergie totale radiante pg
PE = pyE
alors la force sur la paroi devient
_NE 1 12
3L 3P
La pression de radiation peut alors s’écrire en termes de la densité d’énergie
F_ pe
P=—==—. 4.58
73 (4.58)

Remarque 4.4

0 La pression de radiation

La pression de radiation est tres faible, mais peut étre détectée en dirigeant un faisceau
. lumineux une plaquette de métal réfléchissante en équilibre délicat dans un radiometre de

Figure 4.5 A : R 2o S 5 ¢

Radiométre de Nichols: plus précis, il utilise une Nichols avec plaquettes réfléchissantes fixées a une balance a torsion (cf. figure 4.5).

balance 4 torsion et tient compte des effets ther- A ne pas confondre avec le radiometre de Crookes, dont le mouvement caractéristique
modynamiques.

Fig, 2.
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opposé a celui prédit par la pression de radiation est provoqué par le réchauffement de
I’air pres des plaques (cf. figure 4.4). La force motrice due a la radiation est trop faible

dans ce cas pour provoquer une rotation dans cet appareil méme lorsque le vide est I;Oque parfait

4.11 Transformation d’une force

Examinons comment une force est percue par des observateurs dans des reperes inertiels
(méme si cela suppose qu’il y a accélération). Contrairement aux composantes des vecteurs
position et quantité de mouvement (r et p) d’une particule, les composantes d’une force F ne
se transforment pas suivant une transformation de Lorentz, c’est-a-dire que la force n’est pas
un vecteur de Lorentz (contravariant). En fait, la force n’est pas un concept relativiste naturel.

Pour illustrer cette affirmation, transformons 1’équation du mouvement d’une particule
dans un repere S :

dp d

F=— =my—

dt 0dt

au repére S’ ot la particule est instantanément au repos. A I’instant ot dans S la vitesse de la
particule est +-ve,, on a

() (4.59)

Apy =y (Apy+VvAE'/¢*) = yAp, (4.60)

car AE' = 0.
En effet, dans le repere ou la particule est au repos

E? =m}ct+p’c? = 2EAE =2 -Ap' =0
puisque p’ = 0 a I'instant considéré. Par contre, dans les autres directions,
Apy =Ap,, et Ap,=Ap.. 4.61)

Dans &', le délai A’ est un délai propre : At' = AT = )l,At. Par conséquent :

Apx _ YAP, _ Ap;

!
At yAY A = &=k

Apy  Apy 1,
N = Beh o
Ap; _ Aplz — F— lF/
At YA oy

4.12 Invariance de la charge électrique

L’équation du mouvement d’une particule chargée dans un champ électrique (¢gE = %)
est incomplete si on ne connait pas la dépendance de la charge ¢ sur la vitesse et I’accélération.

L’expérience montre que la charge électrique, comme la masse propre, est un invariant de
Lorentz. Une évidence trés simple de ce fait est que les atomes et les molécules non ionisées
ne sont jamais déviées dans un champ électrique, quelle que soit leur vitesse. Alors pour
des vitesses tres différentes, les charges des électrons et des photons sont toujours égales (et
opposées).

En fait, les transformations de Lorentz ont été construites de sorte & laisser les équations
de Maxwell invariantes en supposant que la charge électrique ne varie pas suivant le repére.

4.13 Champ magnétique

Mentionnons qu’une analyse des équations de Maxwell dans le contexte de la relativité
restreinte nous permet de constater que le champ magnétique est un effet relativiste.
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s \\ I/ F B=0
'(z)lr?:r;epz‘rﬁea;r:étique dans une ligne chargée au // '\\
repos et en mouvement.
14 B'
AN
VARV IIV VARV

4 3\

Exemple 4.6

<@> Champ magnétique

Considérons un long fil placé le long de I’axe des x et chargé uniformément. Dans le
systeme S ot le fil est au repos, les champs électrique et magnétique

E = Ee, #0 ol e, L e
B = 0

Par ailleurs un observateur dans S ayant une vitesse V = Ve,, constate plutdt qu’un
courant est produit dans la direction e,. Il observera donc

E' =FE'e;, #£0 ol e Le
B '=Beg £0 ol ep Leye

soit un champ magnétique que S n’observe pas. @

. J

Considérons deux reperes inertiels S et S’ dont la vitesse relative est V = Ve,. Nous
énoncons ici les transformations de Lorentz pour les champs électrique et magnétique sans
démonstration. Celles-ci s’écrivent

E| =E; B\ =B
E)=vy(E,—VB,) By =vy(By—VEy/c?)
E,=1vy(E3—VBs3) By=1vy(B3—VE3/c?)

Pour la ligne chargée dans I’exemple précédent, nous avons alors

E = Ee, =(0,Esinf,Ecosb)
B = 0
c’est-a-dire
E|=0 B/ =0

E} = yEsin® By = —y(VE/c?*)sin6
E}, = yEcosO By=—y(VE/c?*)cos®

Si la vitesse relative entre S et S’ est dans une direction arbitraire désignée par le vecteur
unitaire e,

V =Ve,
les transformations de Lorentz pour les champs électrique et magnétique prennent la forme
générale
E = (E-e)e,+7(e,x(Exe,)+V (e, xB))
B = (B-e)e,+7(e,x(Bxe,)—V(e,xE)/c?)

ou tanha =V, cosha = 7, sinhaw = yV. Donc, une partie du champ électrique de S se
transforme en champ magnétique 5.
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4.14 Le test: les accélérateurs de particules

Il est souvent plus pratique d’exprimer les champs électrique et magnétique en termes
d’un tenseur de Lorentz antisymétrique, le tenseur électromagnétique

0 —E'/c —E?/c —E’/c

E'/c 0 -B? B?
uv _
F E?’/c B 0 —B!
E3/c —B? B! 0

puisqu’il se transforme selon les transformations de Lorentz soit
/ B
F'%P = ASALFHY.

Dans le repere S, nous avons donc

0 —E! ~y(E*-VB*) —y(E*-VB®)
P _ E! 0 —y(B*—~VE3®/c) y(B*—VE?/c)
| v(E*-VB?) y(B*-VE3/c) 0 —B!
y(E3-VB3) —y(B*-VE?/c) B! 0

4.14 Le test : les accélérateurs de particules

La relativité restreinte et ses conséquences sont testées tous les jours aux grands accéléra-
teurs de particules a travers le monde. Les deux plus puissants actuellement en opération
sont Fermilab situé a Batavia en banlieue de Chicago et le LEP II au CERN a Geneve.
Ils accélerent respectivement des protons et antiprotons a une énergie cinétique de 0.9 TeV
=0.9 x 10'?eV chacun et des électrons et positrons a 80.7 GeV = 80.7 x 10°eV chacun (cela
correspond au seuil de production de paires W+ W~ dont la masse est de ny = 80.4GeV /c?).
Alors la vitesse des particules se trouve a partir de la relation

E T
Y= 7 = 1 —
mgocC mgoc
d’ot on tire la vitesse
1
v o= f/l-=
Y
1
~ c¢cll—=—]).
( 27’2)
v
1
0.87T
Figure 4.7 «»
0.6 T La dépendance de v en fonction de z = ¢&1/mgp =
at (en bleu).On note que la vitesse ¢ n'est ap-
0.4 1 prochée qu’asymptotiquement. La ligne droite
représente le cas non relativiste (accélération
0.2 T z=at constante).
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Par exemple, pour un proton (m = 0.938 GeV) au LHC
T =7000GeV

T
Y= 14— =7000/0.938 = 7463.7
mgcC
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A haute énergie, la vitesse est trés prés de ¢, s’en approchant de

= 898x10 %

La relation entre la vitesse et I’énergie totale peut donc étre vérifiée a | partie sur 107 et 1
partie sur 10'” respectivement.

Site (particules) T % 1-pB
Fermilab (pp) 0.9TeV 920 5.92x 1077
CERN-LHC (pp) 7TeV 7463 8.98 x 107

CERN-LEPII (ete™) 80.7GeV  1.58x10° 2.00x 1071!

Exemples

Accélération dans un champ électrique constant

P
Exercice 4.2
Accélération dans un champ électrique constant
Considérons le mouvement d’une particule chargée dans un champ E =&’e, uniforme et

constant B B
p
—_ = =qgé = . 4.
= & (pex) =q&ex et p=ymyv (4.63)
Décrire son mouvement.
M Solution :
Pour v(0) =0:
d
mo = (1) =4 (4.64)
t
alors en intégrant
&t
=7 (4.65)
myo

ol ici y et v dépendent de ¢, c’est-a-dire Y = y(t) et v = v(t). Posons

_49¢
-

a

par souci de concision. Ici nous utilisons v(0) =0a¢ =0 et v(t) = v apres un temps 7 et

donc )
(W) = {7 = (@) (4:66)
ce qui mene a
2
V= % (4.67)
1+ (at)”/c?
ou ;
-3 1
y=rc {1 + (;)2] et y=[1+(a/c)]’. (4.68)

(cf. figure 4.7).
On peut pousser 1’analyse plus loin. En effet, on note que :
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Pourt < my/ (q&)=1/a:

1
5 1

—c|i+ ()] " =arfir e

:at(l—;(at/c)2+---) ~ at

ce qui correspond a I’approximation non relativiste avec a, I’accélération.
Pour 7 >>my/ (q&)=1/a:

v:c[H(m
~c<1—;(;)2+~~> ~

E = ymoc® ~ (at/c)moc?

1
2

~ mpat ¢ ~ qg&t
= Ymov ~ ymyc = mpat = q&t/c =E/c

méme siv < c, E et p peuvent augmenter indéfiniment.
Le déplacement peut étre évalué comme suit :

/ dx — / vt = / 2 (4.69)
0

1+ (at’/c)

avec a = q& /my. Alors,

x() —x(0) = /Ora"‘”l = [1 1+(at’/c)2l

1+612t/2 a
C2 2
-2 [ 1+ (ar' /)’ — 1} 4.70)
pour x(0) =0etv(0) =0 :
C2 2
x(t):; { 1+ (at/c) —l} 4.71)
Pourt < my/(q&) =1/a:
2
x(t) =~ % [1 + % (at/c)* — 1] ~ %aﬂ. 4.72)

ce qui correspond au déplacement non relativiste pour une accélération constante, a =
qé& my.
Pourt > my/(¢&) =1/a:

xX(t) ~ g laf] = ct. @.73)

et donc le déplacement s’effectue a une vitesse constante qui tend vers v = c.

|\

Déflexion par un champ électrique

f Exercice 4.3

Déflexion par un champ électrique
Considérons une particule chargée pénétrant perpendiculairement un champ électrique de
la forme E =&, (cf. figure 4.8). Décrire son moouvement.

Chapitre 4
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M Solution :
Tout comme dans 1’exercice précédent, on aura

p=qE
d’ou on tire
pr = 0, py=q& 4.74)
px(0) = po, py(0)=0 (4.75)
ol nous utilisons la notation B
=06
dt
En intégrant
dpy
Py = CZ =0 = p,= cte=py
dp,
Py = cft) =g = p,=qét+cte=q&t
ou
p(t) = poex+ (¢&1)e,. (4.76)
Alors
EX1) = mict+p*(r)c?
mgct + pict + (g&tc)? 4.77)
= E}+(q&tc)? (4.78)

oll Ef = mjc* + pfc* est’énergie initiale. Puisque

V=— 4.79
- (4.79)
on peut écrire

V_m&_m&_ poc?

= = =

E E 2
E}+(q&tc)
Dy 2 gbt qétc
V=g ="pc=

c=——
2 «/Eg—i—(qéatc)z

On remarque que v,(7) décroit dans le temps et que v, (7) est plus petit que sa valeur non
relativiste g&'LI/my. Ce résultat est nécessaire afin d’avoir v2 + v}z, < c? en tout temps. On

a
2.2 2)2 2.2
¢+ (gétc
ﬁ+ﬁ:mu@2)&:0—mﬁ)&. (4.80)
: E5+(qétc) E
L’inclinaison de la trajectoire s’exprime comme le rapport suivant :
: &t
tan[9(r)] = 2 = 12° 4.81)
Vx Po

ou

0 (1) = arctan (qé%)
Po
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Le temps requis pour parcourir la distance L est déduit a partir de

/5 17, 17, 2
L = /dx:/ vxdt=/ S LS
0 0 0 1/Eg+(q£’tc)2
158 1

_ IL)C/ o (4.82)

& Jo E} 2
qéac+t

poc . 1 [géc

A t 4.83
e sin <Eo L> (4.83)

En inversant pour obtenir 77, on a

E &L
1= —2 sinh (q> . (4.84)
gé'c poc

L’angle de déflexion a la sortie du champ (apres avoir parcouru une distance L dans la
direction des x), c’est-a-dire apreés un temps 77, est donné par

0, =0(1) = arctan{EOsinh (qé"L) } . (4.85)

poc poc
®

|\ J

4.15.3 Particule dans un champ magnétique

Exercice 4.4

Particule dans un champ magnétique
Considérons une particule chargée pénétrant perpendiculairement un champ magnétique
uniforme et constant B. L’équation de mouvement d’une particule dans un champ magné-
tique est

d
d—It’ —gvxB (4.86)

et donc la force exercée est perpendiculaire a la fois la vitesse et au champ magnétique.
Décrire le mouvement de la particule.

M Solution :
De plus

d
(»?) :2p~7?:2p~q(va):0

d
dt
puisque
p = ymyv et v1l (vxB)
comme dans le cas non relativiste. p> est donc constant. Rappelons que

p?c? =E? —mdc?
reste valide en tout temps. Il en découle que :
1- E,|p|,|v| et y sont constants (puisque p*>c? = E? —m}c*).
2- Puisque que i% =0, on récrit
dp

— = ﬂ— vxB
dr Mg =4
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sous la forme

== 1 yxB
dt 'J/mov><
dr_ g dr
dr2  ymg dt

3- Cette équation admet la méme solution que dans le cas non relativiste en remplagant
myq par ymyg. Pour le démontrer, simplifions le probleme en choisissant judicieusement le
systéme de coordonnées en posant que B = Be_, avec v. =0 (car v L B) et z = 0 alors

et

La solution est périodique

vy = vsin (@ct) vy = veos (@t )
ou .
o — 9B
Ymo
et en intégrant
1%
x = ——cos(@t)+xp
C
" si (oct) +
= —sin .
y o, c Yo

Ces dernieres équations sont les équations d’un cercle de rayon (appelé rayon de courbure)

_L_}/m()v_i
P~ gB  gB’

centré au point (xg,yp) dans le plan z = 0, car

(X—Xo)z + (v —yo)2 =p>

Comme d’r/dt” correspond a une accélération centripéte (mouvement circulaire péri-
odique dont la fréquence est @.>), on peut alors écrire

dr
ﬁ = CL)C r.

4 :
71‘ _ ﬂ r— 0'
dr? ymg

En conséquence, le rayon de courbure d’une particule chargée dans un champ magnétique

ou encore

fournit une mesure directe de sa quantité de mouvement relativiste.

. J

4.15.4 Seuil de réactions
Le seuil d’une réaction est 1’énergie cinétique minimale requise pour la production des
particules finales. Dans le repere du centre de masse, elle correspond a 1’énergie cinétique
suffisante pour produire toutes les particules finales sont au repos.

Exercice 4.5
Seuil de réactions
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La production de paires
y—et+e”

semble possible si £, > 2my, c2 ~1.022 MeV. Mais, dans le repere du centre de masse :
py7#0 et

Cette réaction est donc impossible. Par ailleurs, au voisinage d’un noyau, la réaction est
possible puisqu’une partie de la quantité de mouvement y est transférée

Per TP~ =0!!

Py+PN =Py + P+ + Pe-

Le noyau agit donc comme « catalyseur ». Analyser la dynamique de cette réaction.

M Solution :
L’énergie requise est alors

Eyn +moe A+ moe c?

2mo, c+ AEN > 2me c?

E, =

Si le noyau est initialement au repos py = 0, et sa masse est élevée par rapport a pj, = |pjy |,
on peut utiliser 1I’approximation non relativiste

2
AEy = PN )
2mon

On voit que le noyau absorbera la quantité de mouvement sans absorber trop d’énergie.

4.15.5 Photoproduction de pions

7

Exercice 4.6
Photoproduction de pions dans le repeére de la cible (CF)
Considérons la production de pions par collision de photons sur des protons (cf.
4.9)
Avec le proton initial au repos :

figure

y+p — p+7°
— n+xt

Déterminer I’énergie de seuil du photon.

B Solution :

Constatons tout d’abord qu’au seuil, les produits, le p et le 7° sont au repos dans le repére

du centre de masse. Leur vitesse dans ce repere est nulle. Leur vitesse dans ce repere est

nulle. Si on se rapporte maintenant au repere de la cible on peut alors conclure que les

produits p + 7° ont avec la méme vitesse finale v
hvcg + mop 2= ¥ (mop + mg0) c? cons. d’énergie

hver/ ¢ =y (mop +mggo) v cons. d’impulsion
d’ou

}/(m(),, + mOrcO) c?

ob o =07 _ 14384
mop

}/(mop+rnoﬂo)vc+m0pc2 =
l=y(1-B)(1+a)

Chapitre 4

Figure 4.8 a
Particule chargée dans un champ électrique con-
stant.
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Alors

1+a) -1
B = % ~0.133588 et 7y~ 1.009044

(I+o0) +1

ol myz0 = 134.96MeV/ c’. Finalement, I’énergie du photon est obtenue par

hvcg = ymop (14 a)ve

®

. J

f Exercice 4.7
Photoproduction de pions dans le repere d’impulsion nulle (RIN)
Considérons le méme probléme de production de pions, mais cette fois dans le repere
d’impulsion nulle (RIN). Déterminer 1’énergie de seuil du photon.

M Solution :
Le p et le 7¥ dans le repere d’impulsion nulle (RIN) sont au repos :

hVRIN + Ymop = (mop +mgzo) ¢? cons. d’énergie
hVRIN/ ¢ — Ymopv = 0 cons. d’ impulsion

oll v = v, = vitesse du proton initial dans le centre de masse. Alors

YmOPﬁ +ymop, = (mOP + mOrcO)
yB+1) = (I+a)

et donc on a encore

1+a)’—1
B = % ~(.133588 et 7y=~1.009044.
(14 a) +1
Cependant ici,
hvRIN = Ymopve

= 0.134756m,c* = 126.476 MeV

alors que nous avions
hVcg = Ymop (1 + Ol) vC.

Mais ces deux résultats doivent étre compatibles avec la formule de Doppler. On vérifie

hVRIN Ymopv ~1 1-B
hveg  ymo, (1+00)v ( ) r(1=B) 1+p
soit
1—
VRIN = VCF Hg
hveg = ymg, (1+a)ve

N\

f Exercice 4.8
Photoproduction de pions en utilisant ’invariance de £2 — p’c” dans le repére
de la cible (CF)
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Déterminer 1’énergie de seuil du photon dans la photoproduction de pions en utilisant
I’invariance de EZ — p2 ¢? dans le repere de la cible (CF)

M Solution :
Par ’approche de I’invariance de E> — p>c? :
Dans le repere de la cible (CF), on a, au seuil :

E?—p*? = (hver +mo, 02)2 — (hver)?
= [1(mop+mom) 2] = [1(mop +mom) ]
donc
2hvepmoy ¢ +mg,ct = (Y =7V (mop + Myg0)* c*
= (mop+momp)* c*
et
e e i,

2m0 P

o
- (1 + 5) mopc? ~ 0.154mg, 2

= ymop(1+a)ve

©

J

f Exercice 4.9

Photoproduction de pions dans le repere d’impulsion nulle (RIN) : une seconde
approche
Considérons le méme probleme de production de pions dans le repere d’impulsion nulle
(RIN), mais cette fois en utilisant I’invariance de E> — p? ¢?

M Solution :
Par I’approche de I’invariance de £> — p”>c? : Dans le repére d’impulsion nulle (RIN), on
a, au seuil :

2 2 2 2] 2.2
(E -pc )avant = (E —-pc )aprés
donc
Eayant = Eaprés
(hVRIN —+ Ymop C2) = (mg,, +m0n.()) C2
hVRIN = (mgp —|—m0no) C2 — Ymop C2
hVRIN = mop (1 — Y+ OC) C2
Mais
YB+1)=(1+a)
alors
hvRiN = mo, (Y(B+1) —7) ¢
= YmopvC
comme précédemment. @

|\
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4.15.6 Vitesse du RIN d’un systéme relativiste

Remarque 4.5

0 Vitesse du RIN d’un systeme relativiste
La conservation de la quantité de mouvement limite la matérialisation de 1’énergie
cinétique, sauf dans le repére du centre de masse

i initial

ou toute 1’énergie cinétique initiale est matérialisable. La vitesse du centre de masse est

Y.pic’ Q. de M. totale

VRIN = Z .
YiEi Energie totale
pour v; < ¢ (¥ ~ 1) et pas de photon, cette définition se réduit a I’expression non
relativiste :
VRIN = Yimv;
Yim;

4.15.7 Energie disponible

f Exercice 4.10

Energie disponible
Quelle est I’énergie disponible a I’excitation ou a la création de particules pour un proton
entrant en collision avec un autre un proton au repos ?

M Solution :
Cas non relativiste : On a

1
Tcr = Emopv2 < myg) c? ~ 938 MeV

et

= —m - —m —
RIN ) Op ) ) Op )
1
= —mOpvz =

=T
] CF

2

Dans le centre de masse, toute 1’énergie cinétique est disponible : un proton de 7cp ~
10MeV peut créer SMeV de matiere.
Cas relativiste :

2 2 _ 2 2
[(E1+Ez) (p1c+pzc)}CF [(E1+Ez) (p1c+p2c) RN

ot (p1 +p2)riny = 05 (E2)cg = mopc?, (p2)cg = 0. Alors, ona
2
{(El +mop Cz) - (p1)2 Cz} B (E1 +E2)12{IN

[(El +2m0pc E; +m0p [Etotal]RIN

[Zmopc E, —|—2m017 o

2

4}
2mgpc [E1 +mopc } CF
2mop & [Erotalcp =
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et donc

[E t%)tal} RIN 2

= 2m0 C
[Etotal] CF r

Par exemple, on veut obtenir une énergie [EIOIal]RIN = 20GeV dans le centre de masse
(mop ~ 1GeV / c?). Le proton en mouvement vers la cible fixe doit avoir une énergie

(20GeV)?

E = V) 200GeV
[Eroutlcr 2(1GeV/c?) 2 ©

dans le repere de la cible fixe.
Dans le cas du seuil de production d’antiproton : pp — pppp

_ 2
ERIN|eyit = 4mopc
42
_ 2 _ 2
Ecplget = — Mop ¢ =8mgpc

et
TCF|seuil = (8 - 2) mop Cz ~ 5.63GeV.

4.15.8 Effet Compton

(

Exercice 4.11

L’effet Compton
L’effet Compton est observé dans la diffusion d’un photon par une particule chargée. Dans
la plupart des cas, il s agit d’une collision de rayons X (A ~ 10~® cm) avec des électrons
et peut étre vue comme une manifestation de la nature corpusculaire de la lumiere. La
conservation de la quantité de mouvement nous donne (cf. figure 4.10)

hv/c = (hV'/c)cosB + ymycose
0 = (hV'/c)sin® — ymysing

alors que la conservation de 1’énergie requiert

mc? +hv =ymc®+hv'.

Déterminer le changement de longueur d’onde du photon.

M Solution :
On cherche v/ (0) en éliminant v et ¢. En posant

o= v et o = v
mc? mc?
ona
a = o'cosf+yBcose (4.87)
0 = a'sin@ — yBsing (4.88)
l+a = y+d (4.89)

Chapitre 4

Figure 4.9 A
Photoproduction de pions.
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Avec (4.87) et (4.88)
(YBcos@) >+ (yBsing)? = (ar—a'cosB)? + (o/sind)?
B2y = a®—2aa'cosd + o>
-1 = o®—2a0/cosd+ o

Par ailleurs avec (4.89)

Y=(1+a-a)’

alors
¥ —1=0a>—2aa'cosd + o>
(1+a-— a’)2 —1=0?-2aa'cos + a?
a? =200 +2a+ o> —2a' = a* —2ad'cosd + a?
Simplifiant,
—od' +a—ao =—oa'cosd
ou

a—a =aad (1—-cosh)

c’est-a-dire ! . ”
— ——=—={(1—cos8
v v mc? ( )
ouavec c=AV

Al:)/—l:i(l—cose)
me

c’est-a-dire la variation de la longueur d’onde du rayon X, AA, dépend de son angle de
diffusion. Ici, 1/ (mc) = longueur de Compton. @

. J
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4.16 Exercices

4.16.1 Dynamique relativiste

4.1

42

43

4.4

4.5

Energie totale d’une réaction
Une particule au repos de masse M se désintegre spontanément en deux particules de
masses m; et my. Soit O la quantité d’énergie libérée lors de la désintégration.

(a) Obtenez une expression pour I’énergie cinétique 77 et 7> des deux particules en
fonction uniquement des masses des particules et de Q.

(b) Si la particule de masse M est un pion (masse au repos de 139.6MeV/ c?) se
désintégrant en un neutrino (masse au repos nulle) et un muon (masse au repos de
105.7MeV/ c¢?), quelles sont les valeurs de Q, 71, 7> pour cette désintégration ?

Impossibilité de certaines réactions

(a) Montrez que la réaction Y — e~ + e est impossible dans le vide.

(b) Montrez que cette réaction est possible au voisinage d’un noyau lourd et calculez
I’énergie de seuil pour cette réaction.

(c) Montrez qu’il est impossible qu’un électron libre et isolé absorbe un photon.

v

[

h
l 0.6
L’Enterprise
Une patrouille de I’ Enterprise, en mission de reconnaissance sur une planéte inconnue,
fait la découverte d’un cristal mystérieux. Un échantillon de masse au repos M est
immédiatement téléporté a bord de I’Enterprise. Un déreglement du téléporteur fait que
le cristal se désintegre spontanément en trois fragments de masse au repos égale a m.
Deux des fragments s’échappent a angle droit a des vitesses respectives de 0.6¢ et 0.8c
fois la vitesse de la lumiere. Le troisieme atteint un membre de I’équipage situé a un
angle 0 (voir le diagramme de la figure 4.11).
(a) Déterminez la vitesse et la direction de ce fragment.
(b) Quel est le rapport M /m ?

A

0.8

Un miroir peut-il accélérer les photons ?

Un miroir se déplace a une vitesse v dans une direction perpendiculaire a sa surface.
Comme mesuré dans le laboratoire, quel sera 1’angle par rapport a la normale d’un
rayon de lumiere réfléchi s’il est incident a un angle 6 (cf. figure ??) ? [Indice : 1a fagon
la plus simple de résoudre ce probleme est de considérer le quadrivecteur impulsion du
photon en effectuant les transformations appropriées entre les reperes du laboratoire et
du miroir. On se rappellera que E = pc pour un photon.]

Energie disponible dans une réaction

Le but du présent exercice est d’évaluer I’énergie disponible lors de deux expériences
de collision impliquant deux protons. La premiere expérience est le cas “classique » ol
un proton, accéléré a une énergie E de 30 GeV, subit une collision de plein fouet avec
un autre proton au repos. Dans la deuxieéme, les deux protons sont accélérés chacun a
une énergie de 15GeV, dans des directions opposées, avant de subir une collision de
plein fouet.

Chapitre

Figure 4.10 a
Effet Compton: Collision de rayons X avec des
électrons.

Figure 4.11 <»
Schéma de la situation décrite au probleme 4.3
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(a) Dans les deux cas, évaluez 1’énergie totale des deux protons dans le repere
d’impulsion nulle. Pourquoi choisir ce repere particulier ?

(b) Dans le premier type d’expérience, a quelle énergie faudrait-il accélérer le pre-
mier proton de facon a avoir la méme énergie disponible que dans la deuxieme
expérience avec des protons de 15GeV ?

4.6 Rayons y
Un faisceau de rayons Y est dirigé sur une cible de protons au repos. La réaction
suivante se produit :

Yy + p = n + =m.

On observe que les pions 7 qui émergent a 90° avec la direction des 7y incidents,
ont une énergie cinétique de 50MeV. De leur c6té, les neutrons sont émis a un
angle 6 par rapport 2 la direction des y incidents. On donne : m; = 140MeV/c?,
m, =my, = 940MeV /2.
(a) Quelle est, en MeV/c, 'impulsion des 7" ?
(b) Quelle est, en MeV, I’énergie des 7y incidents ?
4.7 Le méson 7°
Un pion 7%, dont I’énergie cinétique est de 1 GeV, se désintégre pour donner deux 7.
(mz = 135MeV/ c? au repos)
(a) En supposant que ces Y sont émis en sens opposés mais dans la direction de
mouvement du pion, quelle est I’énergie de chaque 7y ?
(b) Se pourrait-il que cette désintégration ne donne qu’un seul y ? Expliquer.
4.8 Le méson K
Un Kaon K (mg = 498MeV/c?) a une vitesse de 0.6¢. 1l se désintégre pour donner
deux pions (m; = 135MeV/c?). Quelle est I'impulsion et quelle est 1’énergie de
chaque 7 en supposant qu’ils sont émis dans la méme direction que le Kaon incident ?
4.9 Le méson K revisité
Un méson K a une vitesse de 0.5 ¢ par rapport au repere du laboratoire (repere S). Dans
un repére S’ qui suit ce méson, on observe que ce dernier se transforme spontanément
pour donner deux pions. Ces deux pions partent en sens opposés et parallelement a
I’axe Oy dans S'.
(a) Quelle est la grandeur de la vitesse de ces pions dans le laboratoire ?
(b) Quel est I’angle entre la direction des deux pions dans le laboratoire ?
4.10 Augmentation de I’impulsion
Par quel facteur I’impulsion d’un objet change-t-elle si on double sa vitesse sachant
que sa vitesse initiale est :
() 10m/s?
(b) 10*m/s ?
(c) 108m/s?
4.11 Le proton et ’insecte
Parmi les rayons cosmiques les plus énergétiques, nous retrouvons des protons avec
des énergies situées autour de 10" eV. Déterminez I’impulsion d’un tel proton et
comparez-la avec celle d’un insecte de 25 mg qui se déplace & 2mm/s.
4.12 Désintégration d’un méson au repos
Un méson K au repos se désintégre pour donner un méson 7" et un méson 7~ ayant
chacun la mé&€me vitesse de 0.85c. Si le méson K se déplace a la vitesse de 0.9¢ par
rapport au laboratoire lorsqu’il se désintegre,
(a) quelle est la plus grande vitesse que peut avoir I’un des mésons 7 ?
(b) quelle est la plus petite vitesse que peut avoir I’un des mésons 7 ?
4.13 Dynamique relativiste versus classique
(a) Quelle est I’énergie nécessaire pour accélérer un électron jusqu’a une vitesse de
0.4c?
(b) Quelle est I’énergie nécessaire pour accélérer un électron jusqu’a une vitesse de
0.8¢c?
(c) Quel est le rapport des énergies cinétiques Ty ./ Tp.4c selon la mécanique clas-
sique ? Comparez avec ce qui a été obtenu en (a) et (b).
4.14 Désintégration d’un A
Soit une particule A qui donne par désintégration un proton et un pion 7. On suppose
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que I’on puisse mesurer expérimentalement 1’énergie £ du pion.

(a) Quelle est I’'impulsion de ce pion ?

(b) Quelle est la vitesse de ce pion ?

(c) Quelle est I’énergie du proton en supposant que 1’on connaisse la masse au repos
mp de la particule A ?

4.15 Collision élastique de protons
Un proton ayant une énergie cinétique de 437MeV entre en collision élastique avec un
proton au repos. Apres la collision, les deux protons ont la méme énergie.

(a) Quel est I’angle entre les deux particules apres la collision ?

(b) Quel est I’angle entre les deux particules apres la collision si le proton incident a
une énergie de 33GeV ?

4.16 Probléme de masse
Une particule ayant une énergie totale égale a deux fois son énergie de masse frappe
une particule semblable au repos. Le tout donne une troisieme particule. Quelle est la
masse au repos de cette troisieme particule ?

4.17 Encore le méson 7°
Un pion dont la masse au repos est 273m, (m, étant la masse au repos de 1’électron) se
désintegre pour donner un muon (masse au repos de 207m1,) et un neutrino.

(a) Quelle est I’énergie cinétique du neutrino ?

(b) Quelle est I'impulsion du neutrino ?

4.18 Vitesse d’un électron
Quelle est la vitesse d’un électron dont I’énergie cinétique est égale a son énergie au
repos ?

4.19 Division spontanément
Montrez que si un corps de masse M au repos se divise spontanément en deux parties
ayant des masses m et my est des vitesses vy et vp, alors : M > my +my.

420 TNT

(a) Calculez la quantité d’énergie libérée par I’explosion d’une bombe a fusion
contenant 3kg de matériel fissible (dans un tel processus, environ 0.1 de la masse
est transformée en énergie.)

(b) Quelle masse de TNT doit-on faire exploser pour avoir une énergie équivalente ?
(une mole de TNT (0.227kg) donne 343000017J)

4.21 Bremsstrahlung
Lorsqu’un électron en mouvement est décéléré, puis arrété, les lois de conservations
indiquent que son énergie cinétique doit se retrouver quelque part. Ce quelque part
est un ou plusieurs photons qui sont émis par 1’électron. On appelle ce phénomene, le
bremsstrahlung (ou rayonnement de freinage).

(a) Unélectron avec une énergie cinétique de 20keV émet 2 photons de bremsstrahlung
lors de son arrét en deux étapes. Le deuxieme photon a une longueur d’onde
0.13nm plus longue que le premier. Quelle est 1I’énergie de 1’électron apres la
premiere décélération ?

(b) b) Quelles sont les longueurs d’onde respectives des deux photons ?

4.22 TImpulsion et énergie cinétique
Démontrezque P = +/2moT + T2 /c? (P est 'impulsion et T est 1’énergie cinétique)
4.23 Rayons X
Quelle est la différence maximale possible de longueur d’onde d’une collision entre
des rayons X et des protons ? (suggestion : voir I’exemple sur 1’effet Compton).
4.24 Rayon y
Un rayon y d’énergie Ey frappe un proton au repos. Trouvez la vitesse du centre de
masse apres la collision.
4.25 Réaction électron positron
Dans une certaine réaction électron positron, les deux particules sont au repos juste
avant de se désintégrer pour donner deux photons. Quelle est la longueur d’onde des
photons ?
4.26 Energie cinétique vs impulsion
Tracez un graphique de 1’énergie cinétique en fonction de 1’impulsion pour :
(a) a) une particule ayant une masse.

Chapitre 4
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(b) b) une particule de masse nulle.

4.27 Energie disponible
Un proton de masse m,, est accéléré dans un synchrotron a une énergie cinétique 7.
Ce proton frappe ensuite un deuxiéme proton qui est au repos. En supposant que
la collision est parfaitement inélastique, trouver la formule qui représente 1’énergie
disponible apres la collision pour créer une nouvelle particule.

4.28 L’ozone
L’ozone, O3, se crée lorsqu’une molécule d’oxygene (0O») frappe un atome d’oxygene.
Si une molécule d’oxygeéne ayant une vitesse de 600m/ s et un atome d’oxygene se
déplacant 2 785m/ s se rencontre avec un angle de 33°, calculez la vitesse de la nouvelle
molécule d’ozone.

4.29 TIE fighter
Un "TIE fighter” (le petit chasseur impérial de Star Wars) se déplagait 2 30m/ s dans
une direction fixe (axe z) avant de se faire détruire par un pilote de la rébellion.. Sa
carcasse explose en trois morceaux. Deux pieces s’éloignent I’'une de I’autre avec
la méme vitesse 25m/s dans un plan x — y formant un angle de 27°. Une des deux
pieces est trois fois plus massive que I’autre. Calculez les composantes de vitesse de la
troisieme picce pour (a) I’axe des z et (b) le plan x — y. la troisieme piece est une fois et
demi plus massive que la plus 1égere des pieces.

4.30 Reperes
Dans le repere du laboratoire, une particule (mi, Py, Ejqp) frappe une deuxieme
particule qui est au repos (m;) (cf. figure ??). Dans la collision, les deux particules se
transforment en deux autres particules.

Py
b y
9 (™
m % ¢
¥
Figure ?? <»

Schéma de la situation décrite au probleme 4.4

(a) Dessiner cet événement dans le repere du centre de masse.
(b) Trouver I’énergie totale du systéme et I’impulsion P’ dans le repere du centre de
masse.
(c) Trouvez la vitesse entre les deux reperes
4.31 Un gros ressort
Un gros ressort servant d’amortisseur a une composante d’élasticité de 6 x 10’ N/ m.
Quelle est I’augmentation de masse observée lorsqu’on le comprime de 15cm ?
4.32 Invariant de Lorentz
Démontrez que la masse (c’est-a-dire E2 — p? c?) est un invariant de Lorentz.
4.33 L’atome d’hydrogene
Pour I’atome d’hydrogene, selon le modele de Bohr, 1’électron se déplace autour
du noyau a une vitesse v. Si on sait que I’erreur faite si on utilise la mécanique
non relativiste pour trouver v est de 4 x 10 3¢, quelle est la « véritable » vitesse de
I’électron ?
4.34 La particule A
La particule A est un baryon neutre de masse M. Il a une durée de vie moyenne de
2.9 x 107195, Tl se désintegre en un nucléon () et un méson 7 (m,). Trouver une ex-
pression générale pour la masse M du A en fonction de quantités tel que my,mo, p1, pa....
Lorsque la particule se décompose, le méson et le nucléon forment un angle de 6 entre
eux.
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5.1.1

Reperes accéléres

Chapitre 5

5.1 Rappel—Quelques problémes en dy-

namique de Newton . ...... 99
5.2 Les repéres accélérés . . . . . 101
5.3 Repéres accélérés linéairement 101
5.4 Repeéeres en rotation : introduction

102
5.5 Repéres en rotation (cas général)
110
5.6 Mouvements observés de la surface
delaTerre ............ 114
5.7 Exercices............. 122
OUS COMMENCONS par un rappel de la mécanique newtonienne. Ceci nous per-
mettra de mettre en perspective les sujets abordés dans ces notes de cours et
surtout comment ils se distinguent par rapport a la mécanique newtonienne non
relativiste pour une particule ponctuelle dans un repere inertiel.
Rappel—Quelques problemes en dynamique de Newton
La deuxiéme loi de Newton
Notation 5.1
@ Repéres
Afin d’alléger la discussion, les reperes seront dénotés comme suit
Repere inertiel : S
Repere accéléré : s
De la méme facon, les variables dynamiques mesurées dans S et ', seront nommées
r,v,a...et ¥,V d ... respectivement. 0
Lorsqu’une ou plusieurs forces s’appliquent sur un corps de masse m, le mouvement de
ce dernier est déterminé par I’équation
ma =F" 5.1
Y

ol F™S est la force résultante, ¢’est-a-dire la somme vectorielle de toutes les forces appliquées
sur ce corps. Il faut aussi connaitre les conditions initiales.

Il est commode de décomposer cette équation sur des axes convenablement choisis,
adaptés a la géométrie du probleme. Ainsi, en supposant un bloc sur un plan incliné lisse (cf. z
figure 5.1), on aura

0

mg 4\P

Axe des x : ma, = mgsin@
Figure 5.1 a
Axe desy : may, =0 = —mgcosO + P Glissement d’un bloc sur un plan incliné.
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Figure 5.2 A
Le frottement sec.

Figure 5.3 A
Le mouvement circulaire.
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ol P, la poussée du plan sur le bloc, n’est pas égale au poids du corps comme c’est le cas sur
un plan horizontal.

Le frottement sec

Si I’on pousse sur une lourde caisse placée sur un plancher horizontal rugueux, on se
rend compte qu’on peut appliquer une force f plus ou moins importante sans que la caisse ne
bouge (cf. figure 5.2). Puisqu’il n’y a pas mouvement, il y doit avoir équilibre des forces ce
qui revient a dire que le plancher exerce sur la caisse une force de sens opposé a f et de méme
grandeur : ¢’est ce qu’on appelle le frottement sans glissement. Cette force de frottement f
est une force ajustable.

Lorsque nous augmentons la force f, nous constatons qu’a un moment donné commence
le glissement. Appelons f; la grandeur de la force, a cet instant. En premiére approximation,
on peut considérer que f; ne dépend que de la nature des surfaces en contact et de la force
normale N exercée par le plancher sur la caisse. On a donc 1’équation empirique (qui résulte
de I’expérience) suivante

f\‘ - .uxN (5.2)

oul U est appelé coefficient de frottement sans glissement (ou parfois coefficient de frottement
statique). Ainsi, tant que la caisse ne bouge pas, la force de frottement a une grandeur
inférieure ou égale a f; .

Que se passe-t-il lorsque la caisse commence a glisser ? On observe qu’il y a toujours
une force de frottement et que celle-ci est donnée par

Jo = HgN. (5.3)

On appelle f, la force de frottement avec glissement tandis que L, est le coefficient de
frottement avec glissement. Sans que cela soit une regle tout a fait générale, L1, est plus petit
que L ou tout au plus égal. On sait quelle surprise cela réserve aux automobilistes lorsqu’ils
bloquent les roues sur la glace plutot que de réduire la vitesse pour empécher de glisser : la
force d’arrét peut parfois étre brusquement réduite par un facteur 2 ou 3, ce qui n’est pas
négligeable.

Le mouvement circulaire

Comme son nom I’indique, le mouvement est celui d’un mobile dont la trajectoire est un
cercle. Le rayon vecteur r est de longueur égale au rayon du cercle R ; la vitesse change de
direction, tout en demeurant tangente a la trajectoire. Si 1’on utilise les coordonnées polaires,
on repere la position du vecteur r par 1’angle 6. Posons une distance d parcourue sur le cercle
alors I’angle 6 balayant I’arc de cercle est

d

0=—

R

La vitesse angulaire est alors
= de - vT
~dt R
ou encore

vr = WReg.

ou vt est la vitesse tangentielle et eg est le vecteur unitaire dans la direction tangentielle a r.
Quant a I’accélération, elle est purement centripéte si le mouvement est uniforme et de valeur

v2
m:fﬁm:fw%u (5.4)

ou e, est le vecteur unitaire dans la direction de r. S’il y a une accélération angulaire

do  d*6

dr dr?’
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5.3

5.2 Les reperes accélérés

on a en plus une accélération tangentielle

ar = ORey. 5.5)

Les repéres accélérés

Nous avons parlé précédemment des reperes inertiels comme étant ceux dans lesquels
s’appliquent les lois de Newton. Nous avons vu aussi que si I’on connait un repere inertiel,
tout autre repere ayant une vitesse constante par rapport au premier sera aussi inertiel. On
peut se poser la question : qu’advient-il si ce repere est accéléré par rapport au premier ?
Sommes-nous encore capables de décrire le mouvement en nous servant des équations de
Newton ? Nous allons voir que si on se place dans un repere qui est accéléré par rapport a un
repere inertiel, il nous faut introduire des pseudo-forces (appelées par certains forces fictives
ou encore forces inertielles).

Malgré ces vocables qui peuvent porter a confusion, ces forces sont réelles mais elles
ne peuvent étre attribuées a une cause physique (par exemple a la gravité ou a I’effet du
frottement ou d’un ressort). Elles n’apparaissent, en effet, que parce que le repere choisi
pour décrire le mouvement n’est pas inertiel. Ce sont ces forces qui sont responsables des
sensations fortes que nous éprouvons dans certains jeux d’un parc d’amusement comme
les montagnes russes, par exemple. Ce sont aussi ces forces qui permettent d’interpréter
certains phénomenes sur la Terre, qui est, ne I’oublions pas, un gros repere tournant ; parmi
ces phénomenes, mentionnons le sens de rotation des tornades, la déviation de projectiles a
longue portée ou la rotation du plan du pendule de Foucault.

Repeéres accélérés linéairement

Considérons 1’exemple d’un pendule suspendu dans la caisse d’un camion . Nous
assignerons le repére inertiel au repos S correspondant 2 la route, et le repere S’ du camion
subissant une accélération a selon Ox . Supposons maintenant le pendule au repos (en
équilibre) dans ce repere accéléré. Il adopte la configuration suivante (cf. figure 5.4) qui
résulte de I’accélération du camion, de la tension dans le fil T et de la gravité g. L’ observateur
du repere S, voyant le pendule soumis & une accélération a , tire la conclusion que cet objet
est soumis a une force résultante F®* de grandeur ma. Pour une tension T et un angle 6, les
équations de mouvement se lisent

Selon I’horizontale ma, = T'sin@
Selon la verticale may =0 = Tcos@ —mg

ma ma
a
—
mg mg
S S)
A

D’autre part, I’observateur du repére ', ne se posant pas de question 2 savoir si son repere
est inertiel ou non et voyant qu’un objet est au repos dans son repere, conclut que ce dernier
est en équilibre sous I’effet de trois forces :

1. la gravité (réelle ou physique) : mg,

2. la tension dans le fil T, qui annule la gravité et dont la composant horizontale exerce une
force (réelle ou physique) vers I’avant de grandeur F™* et

3. une force (fictive) vers 1’arriere de grandeur Ffic = —pma.

Figure 5.4 <»
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Le bilan des forces se lit donc

Selon I’horizontale md’. = 0 = Tsin@ +Ff = Tsin@ — ma,
Selon la verticale ma; =0=TcosO —mg

Cet observateur se voit donc dans I’obligation d’introduire une force qui ne semble pas
avoir de cause physique. Cette force fictive qui apparait dans un repere accéléré linéairement
est appelée force de d’Alembert.

On conclut de cette discussion que si on a dans un repere inertiel S, une force physique
totale F™ qui agit sur un objet de masse m

S : ma=F%=mg+T

alors que pour un observateur dans un repére " ayant une accélération linéaire A relative a S,
la dynamique sera décrite par

S ma'=F* —mA = mg+T — mA.

Le dernier terme de I’expression précédente est la force de d’Alembert.

Fa Alembert = —mA

Exemple 5.1

@ Poids

Un homme, debout sur une balance a ressort placée dans un ascenseur au repos, pese
700N. Que marque la balance si I’ascenseur monte avec une accélération de 2m- s> ?

H Solution :
Pour I’ observateur dans I’immeuble le poids sur la balance est (g et a sont en sens opposés
et ici I’homme est au repos par rapport au repére de I’ascenseur donc a = A)

Dans S : ma=F=mg+P

ou P =ma—mg est la poussée exercée sur ’homme par le sol. Pour I’observateur de
I’ascenseur (accélération A par rapport 4 S), la force vers le bas est

Dans S : ma' =F —mA=mg+P—mA=0

et puisque a’ = 0,
P=m(A—g).

Dans les deux cas, le module de P est donné par

(g+4)

P=m(g+A) =mg->——= =T00N- §ta
8

= 840N

c’est-a-dire 840N (comme valeur de g ~ 10m - s~%). Lorsque la vitesse redevient con-

stante, la balance marquera 700N tout comme au repos. @

. J

Repeéres en rotation : introduction

Afin de découvrir les forces qui peuvent se manifester dans un repere en rotation, nous
allons prendre le cas simple suivant : une plate-forme en rotation uniforme a vitesse angulaire

S . Cela pourrait étre, par exemple, un carrousel de chevaux de bois... sans les chevaux (cf.
figure 5.5).
z De facon générale, on représente la vitesse angulaire par un vecteur @ parallele a I’axe
de rotation (ou perpendiculaire au plan de rotation) et pointant dans le sens prescrit par la
Figure 5.5 A regle de la main droite. Par exemple, une feuille qui tourne dans le sens antihoraire possede
Plate-forme en rotation. un vecteur de vitesse angulaire qui sort perpendiculairement de la feuille.
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5.4 Repéres en rotation : introduction

Objet au repos par rapport au disque

Imaginons une personne, que nous appellerons M. LeTourneux, au repos, debout sur le
bord de cette plate-forme et analysons son attitude des points de vue d’un observateur au

repos sur la Terre (observateur S ) et d’un observateur S” dont le repere est fixé au carrousel.

Disons tout de suite que les deux constatent que M. LeTourneux n’est pas selon la verticale
mais penche plutot vers 1’axe de rotation du carrousel (cf. figure 5.5).

Point de vue de §

Selon I’observateur S , M. LeTourneux est en mouvement circulaire uniforme. Il est donc
nécessaire que s’exerce sur lui une force dirigée vers 1’axe du carrousel : c’est une force
centripete de grandeur

f= mo*R

ou m est la masse de M. LeTourneux. Cette force ne peut venir que du frottement qui s’exerce
entre les pieds de M. LeTourneux et la plate-forme, ce qui indique que le coefficient de

frottement est suffisant pour empécher M. LeTourneux de glisser hors du disque. M.
LeTourneux penche vers 1’axe de rotation du carrousel. Pourquoi ? En fait, c’est que M.

LeTourneux doit étre en équilibre de rotation autour de son centre de masse, ¢’est-a-dire que
la somme des moments de force doit étre nulle (cf. figure 5.6). Alors les moments de force
causés par la poussée du sol et la force de frottement s’annulent donc

Px—fy=0 (5.6)

L’angle d’inclinaison 6 est relié a la position du centre de masse par rapport a celle du point
d’appui, c’est-a-dire les pieds de M. LeTourneux

6= arctan)f = arctanI 5.7
y P

et comme f = m®’R et P = mg, on a

2
R
6= arctanw—. (5.8)
8

Exemple 5.2
Inclinaison
Evaluons 1’angle 6 pour le cas suivant : Soit @ = 0.5 rad- s~ et R = 3m.

B Solution :
Suivant le résultat (5.8), ’angle 6 est
2

®°R
0 = arctan—— soit O ~4.3°
8

Le coefficient de frottement minimum requis (L est de

2
©*R

p= L 2R 075
mg g

ce qui est tres inférieur aux coefficients entre des surfaces comme celles considérées.

©

|\ J

Point de vue de &'

L’ observateur de S’ voit M. LeTourneux au repos, dans son repere. D’aprés la position
penchée de M. LeTourneux, il conclut qu’il doit s’exercer sur son centre de masse une
force vers I’extérieur (force centrifuge) qui 1’oblige a se pencher vers I’intérieur pour étre en
équilibre de rotation. II comprend, de méme, que cette force vers I’extérieur est équilibrée

Figure 5.6 A
Diagramme des forces sur M. LeTourneux du
point de vue d’un observateur dans S.

F centr.
f Yy
I
mg || P
X

Figure 5.7 A
Diagramme des forces sur M. LeTourneux du
point de vue d’un observateur dans §’.
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100 mv? /R

mg

Figure 5.8 A
Position de la cravate du passager au virage du
train.

104 = A4 4 A N D> D> i

5. Repéres accélérés

par une force vers I'intérieur (le frottement). Donc, pour lui, selon I’horizontale, il existe
deux forces : une force réelle (le frottement) et une pseudo-force, vers 1’extérieur, la force
centrifuge. Cette force centrifuge a comme grandeur :

2
Feener, = mo°R

ce qui nous vient de la premiere partie de la discussion.

f Exemple 5.3

@ Inclinaison et accélération

Alors que son train roule en ligne droite sur un terrain plat a une vitesse de 150km/h, un
passager laissant pendre sa cravate a bout de bras, devant lui, s’apercoit que celle-ci dévie
subitement vers la droite, faisant un angle de 10° avec la verticale. Elle conserve cette
position pendant 30s puis revient a la verticale. Décrire la trajectoire du train pendant ces
secondes.

M Solution :

A moins d’étre malicieux envers celui qui pose une telle question, on peut difficilement
imaginer autre chose que la situation suivante : le train effectue un mouvement circulaire
vers la gauche, puisque c’est la force centrifuge qui tire la cravate vers la droite.

La figure 5.8 nous montre 1’état des forces sur la cravate.L’équilibre de ces forces perpen-
diculairement a la cravate implique

2
mgsinl0° = %COS]OO

ou v est la vitesse tangentielle et R le rayon de courbure de la trajectoire. Ceci nous permet
de déduire le rayon de courbure soit

tan10° = LVZ/R e ﬁ
mg gR
d’ou
V2
R=———~1000m
gtan10°

De plus, pendant ces 30 secondes, le train a parcouru la distance

150 x 10°m- h~!

d=vt
Y 3600s- h-!

= ( )-30s = 1250m

soit, d = 1250m, ce qui signifie qu’il a tourné d’un angle d’environ

d = @rad = 1.25rad

=%~ 1000

soit ¢ = 72°. @

. J

Objet en mouvement par rapport au disque

Imaginons maintenant que M. LeTourneux court a la périphérie de la plate-forme avec
une vitesse constante V' (en grandeur) et ce, dans le sens de rotation de cette plate-forme.

Point de vue de §

Pour I’observateur sur Terre S, la trajectoire de M. LeTourneux est toujours circulaire
mais sa vitesse est maintenant (cf. figure 5.9)

v = (Ro+V) (5.9)

ce qui veut dire que M. LeTourneux a une accélération centripete de



5.4 Repéres en rotation : introduction

2 /\2
Vv Ro+v
a:,%e,:f; . Ve, (5.10)
La force de frottement f (force centripete) dans ce cas doit étre plus grande
m(Rw+v')?
po  MROEV)T
R
et angle 6’ de M. LeTourneux avec la verticale doit étre
Rw+V')?
G/Zarctang. (5.11)
Rg
w
wR+v' Figure 5.9 <>
Position de M. LeTourneux selon I'observateur au
f repos dans S.

Exemple 5.4

@ Inclinaison et frottement

Supposons encore ici @ = 0.5rad- s~ ! et R = 3m. et une vitesse v/ de 1 m- s~ '. Détermi-
nons ’inclinaison de M. LeTourneux et le coefficient de frottement requis pour que cette
posture soit possible.

M Solution :

On trouve alors

(Ro+V')?

0’ = arctan =12° (5.12)

et le coefficient de frottement minimum pour que M. LeTourneux puisse tenir est

R 2
= L MROTV)T 60
mg mg

ce qui est possible pour bien des surfaces. @

|\ J

Point de vue de &’
L observateur S’ voit M. LeTourneux en mouvement circulaire uniforme a vitesse con-
stante V' et il sait qu’il faut pour cela une force centripéte de

/ 2

ma = ———e 5.13
e, (5.13)
pour le retenir sur la plate-forme.
Voyant I’inclinaison de son centre de masse , il comprend qu’il s’exerce sur M. Le-

Tourneux une force vers I’intérieur (cf. figure 5.10) de
m(Rw +v')?
s —— er
R
et que cette force est exercée par le frottement. Il en déduit donc que le frottement exerce

une force plus grande que celle qui lui est nécessaire pour maintenir une trajectoire circulaire
dans S’ et que ce surplus qui se chiffre &

f= (5.14)

= a4 4 A~ > D> i1 105



5. Repéres accélérés

m(Rerv/)2 mv?
A= —————— e 1
< . 2 e (5.15)
ou encore
Af = % (Ro+V)?>=v?) e, = (m@’R+2mav)e, (5.16)

est nécessaire pour équilibrer deux forces qui tirent M. LeTourneux vers 1’extérieur :
1. une force centrifuge : Feenyr. = mw>Re,
2. une force dite de Coriolis : Fcoriois = 2mv' we,

Dans ce cas-ci, il y a donc, selon I’horizontale, une force réelle (le frottement qui agit vers
I’intérieur) et deux pseudo-forces qui agissent vers I’extérieur : la force centrifuge comme
dans le cas précédent ou M. LeTourneux était au repos sur le bord du disque et une nouvelle
force, la force de Coriolis, qui dépend du mouvement de M. LeTourneux par rapport au
repére tournant.

F

Coriolis

Figure 5.10 <» w
Diagramme des forces sur M. LeTourneux en
mouvement dans S'. v

F

centr.

On pourrait montrer qu’il en serait de méme aussi si M. LeTourneux se déplagait a une
vitesse V' le long d’un rayon, vers [’extérieur par exemple ; il y aurait encore une force
centrifuge vers 1’extérieur mais dans le cas de la force de Coriolis, elle agirait cette fois
perpendiculairement a la vitesse et serait dirigée vers la droite par rapport a la direction de la
vitesse. Nous allons voir d’ailleurs maintenant comment s’expriment, de fagcon générale, ces
pseudo-forces.

Références 5.1
o Simulation en java sur le site web :
http ://www.brainflux.org/Physics/Special_Relativity/Michelson_Morley/index.html

http ://subaru.univ-lemans.fr/enseignements/physique/02/optiphy/michelson.html o

Références 5.2
@ Simulation en java sur le site web :
http ://feynman.phy.ulaval.ca/marleau/marleau_parametric4D.html

http ://subaru.univ-lemans.fr/enseignements/physique/02/meca/manege.html 0

5.4.3 Accélérations : Mouvement dans une direction radiale
Nous allons analyser, de fagon un peu plus systématique, comment apparaissent les
accélérations auxquelles correspondent les pseudo-forces dont nous venons de parler.
On peut imaginer par exemple que cet objet est une mouche qui se déplace sur une table
tournante. Posons la vitesse dans le repére S’

V= v’re,- + vgeg

et analysons partie par partie le mouvement de la mouche tel que vu par ’observateur dans
S.
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Accélérations par rapport a S
Supposons maintenant que la mouche se déplace dans S’ a vitesse V' constante en grandeur
le long d’une droite, en s’éloignant de I’axe (cf. figure 5.11), c.-a-d. vj; = 0 ou v, = V' alors

! /
v =Vve,

On peut imaginer par exemple que cet objet est une mouche qui se déplace sur une table
tournante.

Analysons son mouvement du point de vue de S, I’observateur inertiel. Nous allons voir
qu’il y a deux types d’accélérations en jeu.

Accélérations qui dépendent du mouvement méme du repére
En effet, pour cet observateur, il y a d’abord une accélération centripéte qui apparait du
seul fait qu’il y a mouvement circulaire
2

V
a, = —w’re,= ——Le,
r

) Figure 5.11 a i
présent méme siv' = 0. Mouvement dans la direction radiale.

De plus, pendant un court instant d¢, le vecteur de vitesse radiale tourne d’un angle
dO = wdt (cf. figure 5.11). Ce vecteur subit donc un changement dont 1I’amplitude est

v =vdo =V wdt .

Ce qui donne une accélération de grandeur V' © et de direction perpendiculaire au déplace-
ment et dans le sens de la rotation.

a9 = V/(Deg

Accélération qui dépend du mouvement par rapport au repére S’
L’observateur de S constate que la mouche, en s’éloignant de 1’axe, voit sa vitesse
tangentielle changer ainsi

dvr = odr = V'dt (5.17)
d’ou une accélération de grandeur V', perpendiculaire au rayon et dans le sens de la rotation.

arg = V/(De@

Au total, I’observateur S voit donc une force de frottement agir sur la mouche
f=m(—o’re,+20Veg)

dont les composantes sont dues a :
1. une accélération centripete a, = —®-re,
2. une accélération de grandeur ajg + a9 = 2@V'eq dirigée vers la gauche par rapport au
mouvement de la mouche.

2

Accélérations par rapport a s’

Comment I’observateur du repére tournant S’ interprete-t-il cela ? L’ objet qui se déplace
est en mouvement rectiligne uniforme donc en principe pour S, aucune force ne s’exerce sur
la mouche.

ma’ = 0.

11 est toutefois en mesure de mesurer la force de frottement

f=m (—a)zrer + Zwv/eg) .
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Tentant d’appliquer la deuxieéme loi, il constate que pour se déplacer ainsi, il faut exercer une
force vers I’axe pour contrebalancer une force qui s’exerce vers 1’extérieur (c’est la force
centrifuge)

Feeny = —ma, = ma)zre,.

puis une autre force vers la gauche pour contrebalancer une force qui tire vers la droite, dont
la grandeur est

/
Fcoriolis = —m (a19 +a9) = —2mwv'eg

Cette pseudo-force est appelée force de Coriolis.
La deuxieme loi de Newton s’écrit alors

0= ma/ =F"* = f+ Fcentr. + FCoriolis

Accélérations : Mouvement dans une direction tangentielle

Supposons maintenant que la mouche se déplace sur un cercle de rayon r par rapport au
centre de la table, avec une vitesse tangentielle de grandeur constante dans S, ¢.-a-d. v. =0
ou vy, = alors

vV =Vey.

Voyons encore le point de vue de S.
Dans S, la vitesse de la mouche est (cf. figure 5.12)

V= V/E(.) + ((ur)eg
=(V+row)eg

Figure 5.12 a
Mouvement dans une direction tangentielle. ol eg est un vecteur unitaire tangent au cercle de rayon r et dans le sens du mouvement.

Puisque le mouvement est circulaire, la force de frottement se doit d’étre

/ ® 2
fo ey
r

Accélérations par rapport a S
Accélérations qui dépendent du mouvement méme du repére

Isolons I’accélération qui dépend du mouvement méme du repere. Pendant un intervalle
de temps dt, le vecteur vitesse tourne d’un angle d6 = wdt ce qui entraine une variation dont
la grandeur est

dv=|(V + or) eg| odt (5.18)

et la direction est perpendiculaire 2 la vitesse v/, vers la gauche (cf. figure 5.12) du mouvement
ce qui donne une accélération dans la direction radiale

D — (Vo) (5.19)

aj+ay = dt

Le premier terme est un terme d’accélération centripete

a;, = —°re,. (5.20)
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Accélération qui dépend du mouvement par rapport au repére S’

Cette contribution a I’accélération vient du fait que la vitesse tangentielle de la table, a
I’endroit occupé par la mouche, change de direction lorsque la mouche se déplace. Voyons
en effet ce qui se passe dans le repere de la table (cf. figure 5.13).

Pendant un intervalle de temps d¢, la mouche a parcouru 1’arc ds sous-tendant un arc
d0,d’ou ds = rd0 . Voyons la variation de vitesse de la table pendant ce court intervalle de
temps. La différence entre le vecteur vr; et le vecteur vt est donc un vecteur de grandeur

dvT :de9 (5.21)
que I’on peut écrire aussi
d
dvy =& (5.22)
r
ou encore, en divisant par dt
dvr vrds
e 5.23
dt rodt ( )
et finalement
d
% — oV = a3, = —aVe,. (5.24)

Le terme de droite est simplement 1’accélération ressentie par la mouche en changeant de
position sur la table. Cette accélération de grandeur @V’ est dirigée selon —e, ¢’est-a-dire,
perpendiculairement a la vitesse et vers la gauche de celle-ci.

De plus, pour maintenir le mouvement circulaire de la mouche sur la table, on doit
ajouter I’accélération centripéte dans S

2

A4
Ay = ——€,
r
Au total, cette mouche ressentira donc :
1. une accélération centripete : a;, = —®’re,
2. une accélération de grandeur : ay, + a3, = —2wV'e, dirigée vers la gauche de la direction
de son mouvement. ,
. DN %
3. une accélération centripéte dans S’ : a4, = — ‘7e,ﬁ

Dans S, ceci est dii a la force de frottement, donc :

ma=m(a), +ay +as +a,)

V/2
m (—wzr— 20V — ) e,
r

’ ® 2
P U SO

r

Figure 5.13 <»
Variation du vecteur de vitesse pendant la rota-
tion.
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Figure 5.14 a

Les deux repéres inertiels Set s, ou §' se ¢ 5.5.1
a une vitesse V et une accélération linéaire A par
rapporta S: . Le cas illustré correspond a V choisi
de telle sorte que les axes Ox et Ox’ glissent 'un
sur l'autre.
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Accélérations par rapport a &’
Pour I’observateur de S, le mouvement de la mouche est circulaire et son accélération est
centripete
/ V2
a=——e,
,

De plus, il est en mesure de mesurer la force de frottement

'+ ro)?
f= —mi(v +ro) e,
r

1l trouve donc un déficit de force équivalent a
ma' —f=m(0’r+20V)e,

qu’il doit attribuer a des pseudo-forces comme suit :.II lui faut exercer une force vers I’axe
pour contrebalancer une force qui s’exerce vers I’extérieur (c’est la force centrifuge)

2
Feen, = —may, = mw-re,,

puis une autre force vers la gauche pour contrebalancer une force qui tire vers la droite, dont
la grandeur est
/
Feoriolis = —m (az, +as,) = 2mwv'e,

c’est-a-dire une force de Coriolis.
La deuxieme loi de Newton s’écrit alors

, )
ma =F*° = f+ Feenw, + FCoriolis

En résumé, dans les cas particuliers que nous venons de voir, il y a toujours dans le repere
S’ une force centrifuge et une force de Coriolis proportionnelle a V' et a angle droit avec
le déplacement en plus, dans ces cas de mouvements prescrits, des forces de frottements
qui assurent la force centripéte et équilibrent la force de Coriolis, mouvements prescrits
signifiant ici que les déplacements sont imposés et qu’il faut des forces physigues pour qu’ils
se produisent comme on le veut. Dans le cas d’une mouche qui volerait a vitesse constante par
rapport au sol au-dessus d’une table tournante, il n’y aurait que les forces fictives centrifuge
et de Coriolis pour décrire son mouvement par rapport a la table. Il en serait de méme dans le
cas d’un objet au repos sur le sol ; seules les forces centrifuge et de Coriolis existent dans le
repere de la table tournante.

Références 5.3

0 Simulation en java sur le site web :

http ://subaru.univ-lemans.fr/enseignements/physique/02/meca/manege.html
http ://ww2010.atmos.uiuc.edu/(Gh)/guides/mtr/fw/crls.rxml

http ://galileo.cyberscol.qc.ca/intermet/vent/p_vent2_corio.htm 0

Repéres en rotation (cas général)

* Le mouvement relatif accéléré entre deux reperes peut étre décomposé en deux parties
distinctes :
1. Mouvement d’accélération linéaire
2. Mouvement de rotation

Repéres accélérés linéairement (cas général)

Nous allons supposer un repére inertiel (axes Ox, Oy et Oz) et un repere (axes Ox’, Oy’ et
07') ayant, a un instant donné, une vitesse V et une accélération linéaire A dans S (cf. figure
5.14).  Rappelons la définition d’un vecteur et de ses composantes. Pour un espace a trois
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5.5 Repéres en rotation (cas général)

dimensions :
3
A=) Al (5.25)
i=1
o1 A’ et e; sont les composantes du vecteur et les vecteurs de base unitaires du repére.

Dans le repére inertiel S et accéléré S, un vecteur arbitraire peut donc s’écrire dans les
coordonnées cartésiennes

A=A +Ae, +Ace
=Ale, +Ale, +Ale,

ol en général, la direction des vecteurs unitaires €/, €|, et e, peut changer avec le temps.

Cependant, dans le cas de reperes accélérés linéairement, la direction des vecteurs unitaires
ne varie pas et donc il est possible de choisir les mémes vecteurs unitaires

< Z

e.=¢€, e =¢, e=¢

Posons O/, la position de I’origine de S’ dans S, alors les vecteurs de position dans S et S’
sont reliés en tout temps par
r=r'+0
et
_dr _dr' 4O
YCa T a ar
ol V est la vitesse du repere S’ dans S. De la méme fagon,

=V +V (5.26)

v dvr d&0
==t — = A 5.27
T an + az * (5-27)

oll A est I’accélération du repere S” dans S. Il s’ensuit que dans S :
ma = F' (5.28)

alors que dans S’ :
ma’ =ma—mA =F"* —mA. (5.29)

Le dernier terme de I’expression précédente est la force de d’Alembert.

Fa Alembert = —mA

Repéres en rotation (cas général)

Nous allons supposer un repére inertiel S (axes Ox, Oy et Oz) et un repere tournant S’
(axes Ox', Oy’ et O7’) a un instant donné, a une vitesse angulaire @ (cf. figure 5.15).

Pour transformer la loi du mouvement d’un repere inertiel & un repere accéléré, il nous faut
étre capables de relier les dérivées par rapport au temps de quantités vectorielles exprimées
dans chacun de ces reperes.

Encore une fois, nous savons que dans le repére inertiel S et accéléré S, un vecteur
arbitraire peut s’écrire dans les coordonnées cartésiennes

A = Awe,+Ae,+Ae
= A€ +Ae +Ae

mais cette fois-ci, puisque S’ est en rotation, il est clair que la direction des vecteurs unitaires
e, e/ et e, change avec le temps. Il faut donc en tenir compte.

Calculons la variation de ce vecteur dans le repere inertiel S

dA  dA, dA, dA,  dA

A AN TR

(5.30)

Figure 5.15 a
Repéres en rotation.
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Figure 5.16 a
Calcul de la variation du vecteur unitaire e,.

Figure 5.17 a
Orientation du terme mox (o xr’).
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Le membre de droite est donc, dans les faits, la dérivée temporelle des composantes de A
dans § puisque ey, e, et e, ne varient pas avec le temps. Par ailleurs, un observateur dans §
voit aussi bien les composantes et les vecteurs de base de S’ varier dans le temps :

dA <dA; ,+A,de’)

dt dt T dt
dA’ de’
Y/ / Yy
+( a NG )

N
dt * " tdt )’

dA" de
= Y —e+ ) — (5.31)
1=X,y,2 dt l 1=x,y,2 dt
dr i dt

Ici, les composantes A" et la direction des vecteurs de base €: changent avec le temps.
Voyons a I’aide de la figure 5.16 comment on peut calculer la variation des vecteurs
unitaires. On note que
1. Le vecteur unitaire €} est en rotation autour de 1’axe parallele a la vitesse angulaire @.
2. La pointe du vecteur €, trace un cercle de rayon |e)|sin6 autour de I’axe de rotation.
3. Pendant un court instant dr, le vecteur €/, change de direction et balaie un angle d¢ sur
ce cercle. La variation du vecteur €/, a pour amplitude
|de}| = |e;|sinbd g = sinbd ¢ (5.32)
et de, est orienté dans une direction perpendiculaire 2 © et 2 e,. Comme d¢@ = @dt , on peut
écrire

|de.| = |e,||w|sinOdr (5.33)

. , ol o de
et 0 étant I’angle entre les vecteurs o et e,, on réalise que la longueur et la direction de %
correspond au produit vectoriel suivant

de.
—~ =oxel.
dt ’
On obtient des expressions similaires pour les deux autres vecteurs unitaires e’y et e, qui se
résument par

de,
=0 [ (5.34)
oli=ux,y,z.
Rassemblant les résultats des équations (5.30), (5.31) et (5.34), on peut donc écrire
dA dA’
— =— 4 woxA 5.35
w - at (5.35)

ou les derlvees et dA" o effectue sur les composantes du vecteur dans les reperes inertiel
et accéléré respectlvement
Appliquons une premiére fois cet opérateur au vecteur position r

dr dr
— = 5.36
o +oxr (5.36)
ou
v=vV+aoxr (5.37)
puis une seconde fois,
v d d/—s—a)xr +w x dr/—s—a)xr’
2 dt \ dt dt
= d2r1+d—‘° Y+ ox L ox L ox (@xr) (5.38)
- a2 dt dt '



5.5 Repéres en rotation (cas général)

Ce dernier résultat décrit une accélération dans S. En multipliant par la masse, on obtient
une relation en termes des forces :

d*r ar'  do dr’/
m—s =m—s +m— xr +2moOx — +mo x (o xr’ 5.39
dr? dr? dt dt ( ) (>-39)
Force phys.(Repere inertiel) (Repere accéléré)

Comme le membre de gauche est égal a la résultante des forces physiques F™, on a

. d dr’ d’r
Fres fmd—(;) X ¥ —2mo % d—rt —mox (0x1) = md—;. (5.40)

ou encore, rappelant les définitions de vitesse et accélération angulaires

de do d*0

= “Ta T ae

ainsi que
, dr , av dir

You T T ar

I’expression finale devient

F*™ —ma x ¥ —2mo x vV —mo x (0 xv') =ma'. (5.41)

Voyons maintenant la signification de cette équation et le sens physique de chacun des
termes.

1. Le membre de gauche est la résultante de toutes les forces ressenties par I’observateur
du repére tournant, tant les forces réelles que les pseudo-forces. Les forces réelles sont
contenues dans F™ : on peut y trouver la gravité, une force exercée par un ressort, le
frottement, etc.

2. Le terme suivant (—mao X 1) qui est parfois appelé pseudo-force tangentielle (ou encore
azimutale) n’existe que si le repére tournant a une accélération angulaire en raison de
la présence de «..Il s’agit d’une troisieme pseudo-force qui n’est présente que siil y a
accélération angulaire de S’ (a # 0).

3. Le terme suivant (—2ma x V') est la force de Coriolis ; cette force n’apparait que s’il y a
mouvement (vitesse v/ # 0) dans le repere tournant. Elle est a la fois perpendiculaire a
® et 2 v'. Nous verrons un peu plus loin comment se manifeste la force de Coriolis pour
un objet qui se déplace sur ou pres de la Terre.

Réécrivons le dernier terme en supposant que la rotation @ se fait autour de I’axe Oz ou

07'. Alors
0 = o€
v = Ye +ye +7e
etona
—mox (0xr)=-m[o(or)-ro’]

= —m[w’7e,— 0 (Xe,+ye,+7e)]

=mo* (e, +y'e)).
Comme on peut le voir sur la figure 5.17, ce terme peut s’écrire
mw® (Y'e, +y'e,) = mo’pe,

ou e, est un vecteur unitaire dans le plan xOy (ou vecteur unitaire dans le systeme de
coordonnées cylindrique). C’est la la force centrifuge.
En résumé, dans un repere en rotation, les forces en jeu sont :
1. Les forces physiques dont la résultante est : F™* Figure 5.18 A
et trois pseudo_forces' Fil & plomb situé a une latitude A.
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5. Repéres accélérés

2. Laforce centrifuge : Feenyy. = —mo x (0 x1').
3. Laforce de Coriolis présente si v’ est non nulle : Fegpiolis = —2m® X V.
4. La force tangentielle ou azimutale présente si o est non nulle : Foyi, = —mo x r'.

L’équation de mouvement s’ écrit

!/
ma’ =F"* + Fazim. + Feoriotis + Feentr.

=F* —maxr'=2mo x v —mo x (o xr').

Mouvements observés de la surface de la Terre

Par rapport aux étoiles fixes, notre planete, la Terre, est un superbe repere tournant. On
peut se demander si les effets de cette rotation sur des corps au repos ou en mouvement a la
surface sont mesurables.

Dans I’équation (5.41), nous allons considérer que la vitesse angulaire de la Terre est
constante (d’out & = 0) et que la résultante des forces F = f + mg ou g est ’accélération de
la gravité d’ou

f+ mg—maxr'-2moxv —mox (oxr')=ma . (5.42)
—— ~~
Finertiel Flace,
ol
Fineriet = Forces résultantes dans le repere inertiel
Fiacc. = Forces résultantes dans le repere accéléré.
Figure 5.19 a 5.6.1 Gravité apparente
Repére terrestre. Supposons-nous en un point de la Terre de latitude A (cf. figure 5.18). Nous appellerons

gravité apparente la résultante de la somme des forces gravitationnelle et centrifuge.

Sapp =20 X (®xT1'). (5.43)

Le deuxiéme terme est la force centrifuge dont la grandeur est

mR®>cosA (5.44)

et de direction perpendiculaire a I’axe de la Terre. Cela signifie qu’un fil a plomb ne
pointe pas, en général, vers le centre de la Terre (sauf aux poles et a 1'Equateur ol g || @ x
(o x 1) | r). La grandeur de la pesanteur se trouve affectée 2 mesure qu’on va vers I’Equa-
teur.

D’autre part, c’est en raison de cette force que notre Terre n’est pas une sphere parfaite.
En effet, il s’agit plutdt d’un sphéroide dont le rayon polaire est de 6 357km alors que
son rayon équatorial est de 6 378 km. Puisque que nous en sommes a considérer la Terre,
mentionnons aussi que sa vitesse angulaire ® est de 0.729 x 10 *rad - s~!. Cette vitesse
n’est pas tout a fait constante, ni en grandeur (elle diminue 1égeérement avec le temps), ni en
direction. Cependant, ces deux effets peuvent facilement étre négligés dans tous les cas que
nous rencontrerons.

5.6.2 Mouvement d’un projectile prés de la surface de la Terre

Pour étudier le mouvement d’un projectile pres de la surface de la Terre, nous adapterons
encore une fois I’équation (5.41) en posant :
1. £=0 (nous négligeons toutes les forces réelles autres que la gravité, comme la résistance
de I’air) ;
2. encoreici oo =0 ;
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5.6 Mouvements observés de la surface de la Terre

3. gypp~gdon

ma' ~ mg—2mm x V. (5.45)

Nous travaillons dans le repére qui est illustré a la figure 5.19. L’axe O7 est la verticale
du lieu, I’axe Ox’ pointe vers le Sud et I’axe Oy’ vers 'Est. L’angle A est la latitude du lieu
(angle & partir de 1'Equateur).

Dans ce repere, la vitesse angulaire @ s’écrit

0= — €, mcosA + e, wsind (5.46)
ol ® = |o|. La force de Coriolis Foriois = —2m® X v'.Posant
Vi =vie +vie el
et utilisant . o
e e, €
wxVvV =det| —wcosA 0 wsinkd
/ / /
Vi vy Vg
la force de Coriolis devient
Fcoriolis = 2m [e;v;.sinl — e_/v (v;sinl + vécos),) —&-e;v_/vcos?h] . (5.47)

Voyons I’effet de cette force a la surface de la Terre (v. ~ 0) dans 1’hémisphére nord et
I’hémisphere sud (en substituant A — —A) respectivement :

Direction
de la vitesse

/2m®

Direction de I’accélération
Hémis. Nord  Hémi. Sud

Nord (v, < 0,V ~ 0) |vi|sinde Est Ouest
Est (v}, > 0) |V,| (sinAe} + cosAel) Sud et haut  Nord et haut
Sud (v, > 0,V ~ 0) — |vi|sinAe; Ouest Est
Ouest (v, < 0) |V,| (—sinAe, —cosAe])  Nordetbas  Sud et bas
Haut (v > 0) —|vi|coshe], Ouest Ouest
Bas (v, < 0) |v’z| coske; Est Est

Lors d’un mouvement pratiquement parallele a la surface de la Terre (composante v, ~ 0)
le mouvement horizontal est prescrit par
FCoriolis & 2m® [e;v;,sinl —€) (Visind)] . (5.48)

donc le projectile est donc toujours dévié vers la droite (gauche) dans 1’hémisphere nord
(Sud). Par contre a I’équateur A = 0,

Foriolis ~ 2m@ [—e;v. +e.v,| ~ 0. (5.49)
la déviation se fera a la verticale, puisqu’on néglige la composante initiale v, ~ 0.
Si on développe I’équation (5.45) selon ses composantes, on a
@, = do,+20Vsind (5.50)
ay = do,—20 (Visind +vicosi) (5.51)
d = —g+ay+ 2wv§,cos?t (5.52)

Nous sommes en présence d’équations différentielles couplées assez complexes. En général,
il est difficile d’obtenir les solutions analytiques a ces équations.

Toutefois, selon les conditions initiales qui nous sont données ici, il est possible d’arriver
a une solution approximative. En effet, la vitesse angulaire w est faible et il est possible
d’isoler les termes dominants en @ dans les équations couplées.
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5. Repéres accélérés

1. On effectue d’abord une premiere intégration en posant négligeant la force de Coriolis
(@ = 0 en premiere approximation) ce qui nous donne un premier estimé de v/ = v/(z).

2. Puis on substitue le résultat v/ = v/(7) dans les membres de gauche des équations
précédentes.

3. Pour y arriver, il suffit de négliger les termes en @ (la vitesse angulaire de la Terre @ est
relativement petite) avant d’intégrer ces équations pour obtenir 1I’équation paramétrique
de la trajectoire.

f Exemple 5.5
@ Projectile pres de la surface de la Terre
Supposons un objet qu’on laisse tomber d’une hauteur / au-dessus de la surface de la
Terre. On se demande de combien il va dévier de la verticale et dans quelle direction, pour
une latitude Nord A donnée.

H Solution :
En I’absence de la force de Coriolis (@ = 0), on aurait

I
a, =
I
a, =
/
a,=—g
et cet objet aurait une vitesse v, = —gf, en prenant = 0 au moment ol on le laisse tomber.
En premiére approximation,
I
v, =0
/
v, =0
/
.= —&t
. J

Reprenons les équations couplées (5.50-5.52) en posant une vitesse initiale v/ = 0. et
insérons ces résultats dans les membres de gauche. Gardant que les termes dominants en ©,
on aura

;= 20vsind a, =
|, = =20 (V,sinA +v/cosA ) = v = —20V,cosA
;= —g+2mvicosA a,=—g

La seule équation qui est affectée par la force de Coriolis (correction d’ordre @) est donc
(5.51) qui devient
aﬁ, =2wm (gt)cosh.

On intégre deux fois en posant les conditions initiales y'(0) = 0 et v/,(0) = 0 pour obtenir

1
y = gwgt3cos7t.

Le temps de chute étant ¢, = % s

1 8h3
y =~/ —cosh.
37V ¢

Pour avoir une idée des ordres de grandeur en jeu, prenons 2 = 1000m , A = 25°N , la

vitesse angulaire est @ = 0.7 x 10 #rad- s ' et g =9.8m- s 2.

8(1000)° 25
%cos (ﬂ) =0.6m

on a finalement

y = % (0.7x107%)

On obtient un écart y' d’environs 0.6 m vers [’Est.



5.6 Mouvements observés de la surface de la Terre

Pour améliorer I’approximation, il suffit de passer a I’étape suivante : Posons un cas plus
44 N : P I () / /
général o la vitesse initiale est v, = (v(,. V(. v,)
1¢7¢ approximation O(@") :

a)/c =0 V; - V6x
a;, =0 = V;‘ - be
a;=—g i (R
2¢ approximation O(@') :
dy =2wvysind a, = 2@vg,sind
d, = =20 (VsinA +v/cosA ) = | = =20 (v, Sind + (—gt +v,) cosA)
a, = —g+2mvycosd . = —g+20vp,cosA
Vi = 20vg, tsind
= =20 (VOXmml + (—4gt2 +vi,t) cosA)
7 = —gt +20vg tcosA
3¢ approximation O(®?) :
d, = 20V/sind d, =20 (=20 (vj,tsind + (—3gt> +v).t) cosA) ) sinA
v =—20 (Visind +VcosA)  p={ d,=—-20 (Zwvo\ — gtcosA
;= —g+20vicosh = —g+20 (-2 (vj,tsinA + (— 3 g1 +v{,t) cosA) ) cosA
V.= w? ( (vhy (1 —cos22) 4 vp,sin2A ) 12 + J gr3sin2A)
== Vv, =gt 2cosA — 207, 1?
/

=—gt+1grPw (1 +cosZ)L) —120% (v}, (14 cos2) + v{,sin22 )

et ainsi de suite

s A

Exemple 5.6

@ Missile balistique

Supposons que nous voulions lancer un missile balistique en direction du sud (c’est-a-dire
vyo = 0), pour une portée d’environs 200km. Par combien le missile sera-t-il dévié de sa
trajectoire sud ?

H Solution :
Pour avoir un ordre de grandeur de la vitesse de lancement, supposons un angle de
lancement de 45° et utilisons la relation bien connue
_ vgsin2¢
8

ou R est la portée et ¢ I’angle de lancement ; on obtient alors une vitesse de

Re 2% 105 (9
o | Re _ [2X1008) g0
sin2¢ smg

ou encore 5040km - h~!. Voyons maintenant les déviations entrainées par la force de
Coriolis sur la trajectoire de ce missile. Il y a en fait des contributions qui viennent du
mouvement selon la verticale et aussi du mouvement selon I’horizontale. Suivant 1’angle
de lancement nous avons

v = vj(cos¢,0,sing) = (l 0,1)

s\c»
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5. Repéres accélérés

Puisque vi,o = 0, on obtient en premiere approximation (pour ® petit)
a;, = 20vsind a.=0
=20 (VisinA + vicosA ) — =20 (VisinA + vicosA )
;= —&+2wvicosd T =—8
| J

Voyons en détail ces deux contributions.
Selon la verticale : Concentrons nous sur la deuxiéme contribution a @}, (proportionnelle a
vg). Le mouvement, sans les corrections, est donné par

v, = vosing — gt (5.53)
alors que d’apres (5.51)
= —2wv.cosA

= —2mV)singcosA +2wgtcosi

c’est-a-dire, donc, une contribution vers I’ouest. Si on utilise 1’équation (5.53) pour la vitesse
V. et qu’on intégre deux fois, on obtient pour cette premiere contribution

_ 1
Y| = —@cosA <v651n¢t2 - 3gt3) .
A .
Comme la durée du vol est 2‘;? sin¢g, on a finalement

20
—Z0q
1=— sing
t=0

1
Yy, = —wcosA (v&sin(])t2 - 3gf3)

40 3 . 3
———vg'sin’ ¢pcosA.
382 5 Vg sin” @

Selon I’horizontale : Considérons maintenant la contribution horizontale (proportionnelle a
v,). La vitesse est de ’ordre de v}, = v{,cos¢ et est présumée constante durant le vol d’oli une
autre contribution vers 1’Ouest, venant du premier terme de 1’équation (5.51), soit

ay, = —20vsind

= —20vjcossind
Encore une fois, apres avoir substitué la vitesse selon Ox, on integre deux fois pour obtenir

t= —0 sing
¥y = —wvyticospsind|,_,

4a)v Osm2¢

= 5 cos¢sind
§

la somme de ces deux déviations donnant la déviation totale selon I’axe Oy’ ;
/ / /
Yy =yi+»n
comme ces deux déviations sont négatives, la déviation totale est donc vers 1’Ouest. Pour
les valeurs données, vitesse de lancement de 1400m - s, angle de tir de 45°, rotation de la

Terre de 0.73 x 10 *rad - s~!, la latitude de Québec étant 46° et g>~9.8m- s~2, on obtient
approximativement 2.8 km (vers I’Ouest) ce qui est loin d’étre négligeable.

4(0.73 x 10%) (1400)° 45 ’ 46
/ i .
V) =-— 3(9.8)2 (sm <1807[>> cos (180”) = —683m

2
4(0.73 x 10~4) (1400)° (sin (7)) 45 \ . [ 46
Vh=— 938)2 cos<180n> sm(lgon) =-2122m

Y =)+, = —2805m
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5.6 Mouvements observés de la surface de la Terre

Cyclones

En raison d’effets thermiques, de grandes masses d’air sont parfois mises en mouvement
vers des zones de basse pression. Comme les vitesses peuvent devenir assez grandes, I’effet de
la force de Coriolis se fera sentir et déviera vers la droite 1’air qui descend ce qui engendrera
un mouvement antihoraire pour les cyclones qui se forment dans I’Hémisphere Nord (cf.
figure 5.20) et dans le sens inverse, dans I’Hémisphere Sud.

Force de Coriolis : Interprétations erronées

1. Lavabo : Contrairement a une croyance populaire, la force de Coriolis bien qu’elle soit
présente n’est pas responsable du sens de rotation de 1’écoulement de 1’eau dans un lavabo
qui se vide. Un tel effet serait envisageable seulement pour une masse d’eau stabilisée
dans un tres grand bassin circulaire d’un diametre de 1’ordre d’au moins plusieurs
dizaines de kilometres celui-ci ne serait perceptible que sur quelques centimetres. Pour
un lavabo, les causes du sens de rotation de I’eau sont variées : géométrie du lavabo, aux
microcourants d’eau créés lors de son remplissage ou autres agitations de 1’eau. La force
de Coriolis s’écrit

FCoriolis = —2mw X V/ =-2m H(DH HV/H sink
avec
© = 073x10 *rad-s™!
v = vitesse de I’eau
A = latitude
Considérons ||V/|| = 1cm- s~ 'et la latitude de Québec étant 46° nous obtenons une
accélération
B ~4rad. 5! s sin [ 26
ACoriolis = 2(0.73 x 10 "rad- s ) (0.01m S )sm 18071-

~1.05x 10 °m-s72

Soit 10 000 000 fois moins que 1’accélération due a la pesanteur (g = 9.8m - s~ 2).
La force de Coriolis n’a pas le temps d’agir pour influencer de facon perceptible le
mouvement de I’eau avant que le bassin ne se vide.

2. Tornade : La rotation dans une tornade est le plus souvent antihoraire mais ce n’est pas
da a la force de Coriolis. Dans ce cas, la rotation est initiée par la configuration des vents
dans la couche d’air pres du sol qui donne une rotation horizontale de 1’air. Lorsque le
fort courant ascendant d’un orage verticalise cette rotation et qu’elle se concentre, le
sens est déja déterminé. Ici encore I’effet de Coriolis est trop faible et n’a pas le temps
d’avoir un impact significatif.

3. Tourbillon : Dans le cas d’un tourbillon de poussiere, 1’orientation de la rotation est
causée par une différence des vents horizontaux. L’effet de Coriolis est trop faible pour
déterminer celle-ci et d’ailleurs on observe que la rotation dans ces vortex est statistique-
ment divisée également entre horaires et antihoraire, quel que soit I’hémisphere.

4. La force de Coriolis ne dépend pas de la courbure de la Terre, seulement de sa rotation et
de la latitude ou on se trouve.

5. La trajectoire des missiles balistiques ou projectiles est courbée lorsque tracée sur une
carte. En général cependant, ce sont les vents et la projection qui a servi a faire la carte
qui expliquent une partie dominante de la déviation plutot que 1I’effet de Coriolis, qui
reste quand méme présent.

Pendule de Foucault

En 1851, dans le Panthéon a Paris, le physicien Léon Foucault fit une démonstration, a
I’aide d’un pendule de 67 m de long, pour mettre en évidence le mouvement de rotation de
la Terre. On peut voir de tels pendules dans le hall d’entrée de 1’Organisation des Nations
Unies (ONU) a New York, et assez souvent dans les grands musées scientifiques comme le
Smithsonian Institute de Washington, par exemple.

Figure 5.20 a
Directions des vents dans 'hémisphere nord.

Figure 5.21 a
Léon Foucault (1819-1868)
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Sans entrer dans le détail des équations, voyons de quelle facon se déplace ce pendule.

Supposons qu’un tel pendule attaché au-dessus du pdle Nord et qu’on le regarde osciller
du point de suspension (cf. figure 5.23). Au cours de 1’oscillation le menant de A a B , il
dévierait légerement de sa trajectoire vers la droite sous ’effet de la force de Coriolis. En
revenant de B a C, il en serait de méme si bien que le plan d’oscillation, au bout du compte,
tournait vers la droite, a vitesse constante.

On admet aisément que le plan de rotation tournera, au pdle Nord, avec une vitesse
angulaire égale a celle de la Terre : le pendule est immobile par rapport a un repere inertiel
qui serait attaché a des étoiles lointaines. La Terre tournant de la droite vers la gauche, on a
ainsi I’'impression que le pendule tourne dans le sens inverse.

Examinons maintenant en détail, le mouvement du pendule. Celui-ci est déterminé par
I’expression suivante :

F —mo x ' =2mo x vV —mo x (o xr') =ma'.

Le deuxieéme terme est négligeable dans le cas d’un repére local S a la surface de la Terre
(a =~ 0). Posons 1., 1a position du poids du pendule par rapport & son centre d’équilibre qui
lui-méme se trouve a la position R’ par rapport au centre de la Terre.
F®—mox (oxr') = f+mg—mox (ox(r.+R'))
= f+ (mg—mox (0 xR'))—mox (o xr,)
= f+mgupp—mox (®xr,)

our' = (r. + R’) et puisque r,. < R’, on peut écrire

ma'= f+ mgapp — 2me x v/ (5.54)

On peut décomposer I’accélération en deux parties

/] !
a *abasc.+aP

Figure 5.22 a
Le pendule de Foucault

1. La tension dans le fil, f, est combinée a la gravit€ apparente, soit le terme £+ mggpp, sont
responsable du mouvement de bascule du pendule

mal/aasc.: f+mgapp (555)

2. Le reste de I’accélération du poids dans le repere a la surface de la Terre sera donc
uniquement due a la force de Coriolis
!/ /
map=—2mm X V.

qui est dirigée perpendiculairement & @ et & v/, ce qui se traduit par une trajectoire telle
qu’illustrée a la figure 5.23 et une fréquence de précession du pendule de Foucault, @y .
Négligeons pour le moment le mouvement vertical du pendule, alors

r_ ror
Vo= eV ey,
o = —e.wcos)+e,msind
et
/ ) : ! : )
O XV = —€v,0sinA + €V, @sinA — v, OcosA.

Dans le plan x'y/, I’accélération est perpendiculaire & v ce qui imprime un mouvement
circulaire a la trajectoire avec une vitesse de précession

oOF = —osind eé (rotation dans le plan xy)

ol A est la latitude et le signe indique que dans S’ la direction du mouvement de précession
est dans le sens horaire.
1l est facile de se convaincre qu’au Pdle Nord (A = 90°) la fréquence de précession est
. oF = —o alors qu’a I’équateur, il n’y a aucune précession. A la latitude de Québec (environ
'?rlgj:gosirgij:pen dule de Foucault dans le plan 46°), le plan d’un tel pendule tourne d’environs 10.8° a I’heure comparativement a 15° a

horizontal. I’heure aux poles.
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http ://www.sciences.univ-nantes.fr/physique/perso/gtulloue/Meca/RefTerre/FoucaultO.html
http ://fr.wikipedia.org/wiki/Force_de_Coriolis

http ://www.classzone.com/books/earth_science/terc/content/visualizations/es1904/es1904page01.cfm ?chap-
ter_no=visualization

Simulation en javascript sur le web :

http ://feynman.phy.ulaval.ca/marleau/marleau_parametric4D.html 0

Références 5.5

0 Renseignements complémentaires sur le pendule de Foucault :
http :/fr.wikipedia.org/wiki/Pendule_de_Foucault
Simulation du pendule de Foucault en java sur le web :

http ://subaru.univ-lemans.fr/enseignements/physique/02/meca/foucault.html 0

Figure 5.24 <»
Pendule de Foucault au Panthéon de Paris
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5.7 Exercices

5.7.1 Rappel de cinématique non relativiste

0.1 Jeu de balle
Vous lancez une balle vers le haut avec une vitesse initiale de 7.3m/s. Quand elle
quitte votre main, la balle est a 1.5m du sol.
(a) Au bout de combien de temps la balle touchera-t-elle le sol ?
(b) Quelle est la hauteur maximale atteinte par la balle ?
(c) Quelle est la vitesse de la balle au niveau de votre main lorsqu’elle redescend ?
0.2 Navigation a bord d’un jet
Un jet voyage a une vitesse de 960km/h. Ce jet effectue le trajet Houston-Omaha
d’une distance de 1290km vers le nord.
(a) Dans quelle direction doit-il voler si il y a un vent d’ouest de 190km/h a son
altitude de croisiere ?
(b) Quelle est sa composante de vitesse dans la direction nord ?
(c) Combien de temps durera le voyage ?
(d) Ou se retrouve-t-on si pour I’aviateur, la vitesse demeure 960 km/h ?
0.3 La flamme olympique
La flamme olympique des jeux de Barcelone en 1992 a été allumée par une fleche
enflammée lancée d’un point situé a une distance de 60 m horizontalement et de 24 m
plus bas et sa trajectoire initiale est inclinée d’un angle 6 par rapport a I’horizontale (cf.
figure 5.25). Ignorer les effets aérodynamiques.
(a) Trouver la vitesse initiale de la fleche en fonction de ’angle 6.
(b) Quelles sont les valeurs possibles de 6 ?

Figure 5.25 <»
Schéma de la situation décrite au probleme 0.3

Trajectoire A

de la fle
24 m

60 m

0.4 Lois de Newton
Enoncer les trois lois de la mécanique newtonienne et donner un exemple approprié
pour illustrer chacune d’elles.

0.5 Lois de Képler
Enoncer les trois lois de Képler et illustrer chacune d’elles.

0.6 Les déménageurs
Des déménageurs poussent une malle de 78kg & 0.710m/ s lorsqu’ils rencontrent un
surface rugueuse avec un coefficient de friction cinétique de 0.295. S’ils poussent avec
une force constante de 220N, quelle est la vitesse de la malle a la fin de la surface
rugueuse de 2.25m ?

0.7 Un voilier
Est-ce qu’un voilier peut étre propulsé par un gros ventilateur attaché derriere le bateau
et qui souffle dans les voiles ? Justifier votre réponse.

0.8 Poids suspendu
On doit suspendre un poids de 60 kg comme illustré a la figure 5.26. Malheureusement,
on ne dispose que de 6 morceaux de corde qui n’ont pas la méme résistance. On a deux
morceaux qui peuvent supporter 900N, deux autres qui résistent a2 700 N et finalement,
les moins résistants ne peuvent soutenir plus de 400N. Calculez précisément la position
des cinq morceaux nécessaire a la suspension du poids.
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Figure 5.26 <»
Schéma de la situation décrite au probleme 0.8

60 k

0.9 Collision
On assiste a une collision entre deux objets (cf. figure 5.27). L’objet 1 est dévié d’un
angle de 30° avec une vitesse finale de 0.15m/s.
(a) Quelle est la vitesse finale de 1’objet 2 ?
(b) Calculer 6.
(c) La collision est-elle parfaitement élastique ?

v
Figure 5.27 <»
0 Schéma de la situation décrite au probleme 0.9
9 ™ 2
0.8 m/s 30° 0.5 m/s
0.8k 0.5k
g 0.15 m/s g

0.10 Un chien sur une patinoire
Un chien glisse sur une patinoire avec une vitesse constante v. Il fonce dans un homme
(masse de 100kg) au repos. Ce dernier commence a glisser lui aussi. Le chien, lui,
rebondit et se dirige en sens opposé. Apres un certain temps, il frappe un arbre et
change a nouveau de direction pour glisser dans le méme sens que ’homme. Quelle
doit étre la masse du chien pour qu’apres sa deuxieme collision, il ait la méme vitesse
que I’homme ? (Supposez que les collisions sont parfaitement élastiques.)

0.11 Collision double

Soit le systeme de la figure5.28. Montrez que si M < m, il y a 2 collisions et que
si M > m, il y a 3 collisions. Pour chaque cas, trouvez les vitesses finales des trois
balles.(Supposez que les collisions sont parfaitement élastiques.)

Figure 5.28 <»
» ’ v 1 ) M Schéma de la situation décrite au probleme 0.11

0.12 Une boule de métal
Une boule de métal de 1kg est attachée a une corde de 2.25m. On laisse tomber la
boule lorsque la corde est horizontale. Au bas de sa trajectoire, elle frappe un bloc de
5kg qui était au repos sur une table lisse. Trouvez la vitesse de la boule et du bloc apres
la collision.

0.13 Une balle
Une balle est lancée vers le haut et retombe 4 secondes plus tard. Quelle était sa vitesse
initiale ?

0.14 Saut en hauteur
Pour faire un saut de 1.8 m un athlete dont le centre de masse est a 1.1 m du sol décolle
a 60°. Quelle doit étre sa vitesse initiale et a quelle distance doit-il étre pour réussir
son saut (son centre de masse doit passer juste au-dessus de la hauteur désirée) ?

0.15 Un saut en moto
Trouvez la distance horizontale que peut parcourir un cascadeur qui veut faire un saut
en moto a partir d’un plan incliné d’un angle 6 et avec une vitesse v au décollage..
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0.16 Accélération

Dans un rassemblement annuel de propriétaires d’anciennes voitures, on organise
un concours d’accélération. Pour participer il faut simplement franchir deux bornes
distantes de 30m en accélérant constamment entre les deux. Le gagnant passe la
premiére borne & 5m/ s et prend 4 secondes pour arriver a la deuxiéme. Trouvez

(a) T’accélération de la voiture gagnante et

(b) la vitesse a la deuxieme borne.

0.17 Séparation d’un projectile
Un fusil tire un projectile a 45° par rapport a I’horizontale. La vitesse initiale est de
460m/s. Au point le plus haut de la trajectoire, le projectile se divise en deux parties
de masse égale. Au moment de la séparation, un des deux morceaux est repos, puis il
se met a tomber 2 la verticale. A quelle distance horizontale se rend 1’ autre morceau ?
0.18 Un ressort non linéaire
Un certain ressort ne se conforme pas a la loi de Hooke. La force qui est exercée
lorsqu’on compresse le ressort d’une distance x est : 50x + 5x°
(a) Trouvez I’énergie emmagasinée lorsqu’on compresse ou tire le ressort de la
position x = Om a la position x = +0.05 m.
(b) On attache une masse de 2kg sur le ressort lorsqu’il est a la position 0.05m. Si
on laisse aller le ressort, quelle vitesse aura la masse lorsqu’elle atteindra le point
Om
0.19 L’interaction entre les nucléons
On peut représenter avec beaucoup de précision I’interaction entre les nucléons par le
potentiel de Yukawa : U(r) = f%Oer_"/"O ot Uy =50MeV, rp=1.5x 10" m
(a) Trouvez I’expression de la force venant de ce potentiel.
(b) Trouvez la distance ou la force est environ 1% de sa valeur a r = ry.
0.20 Un bloc sur une table
Un bloc de 5kg repose sur a plat sur une table. On applique une force de 70N qui
fait un angle de 37° en pointant au-dessus 1’horizontale sur une de ses faces qui est
perpendiculaire a la table. Quelle est sa vitesse lorsqu’il a avancé de 6m

(a) sion néglige la friction ?

(b) si le coefficient de friction est de 0.4 ?

0.21 YVitesse du pendule
D’apres la figure 5.29, calculez la vitesse du pendule aux points 2, 3 et 4 si on le lache
du point 1.

0.22 Un ressort idéal
Un ressort idéal peut étre compressé de 10cm par une force de 10N. On le dépose
sur le bas d’un plan incliné de 30°. Une masse de 10kg part du repos et glisse sans
friction du haut de ce plan vers le ressort. Il réussit a comprimer le ressort de 2m avant
de repartir vers le haut.

(a) De quelle distance a-t-il glissé au total ?

(b) Quelle est sa vitesse juste avant de toucher le ressort ?

Figure 5.29 <» /30 75 em
Schéma de la situation décrite au probléme 0.22

0.23 Un pulsar
Un pulsar est une étoile a neutron qui tourne rapidement sur elle-méme. On regoit sur
Terre des pulsations électromagnétiques de fréquences tres régulieres de ces étoiles. On
mesure la période de rotation de 1’étoile d’apres ses pulsations. Il y a une pulsation par
rotation. Au coeur de la nébuleuse du crabe, il y a un pulsar qui s’est formé en I’an
1054. Aujourd’hui, on mesure pour ce pulsar une période de rotation de 0.033 s et on
remarque que cette période augmente de 1.26 x 1077 s par année.
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(a) Trouvez I’accélération angulaire.
(b) En supposant que I’accélération soit constante, calculez sa période de rotation
lors de sa formation.
0.24 Electron autour du proton
On suppose que I’électron décrit une orbite circulaire autour du proton dans 1’atome
d’hydrogene. Sachant que la force électrique sert de force centripete, calculez I’ énergie
cinétique de 1’électron.
0.25 Vitesse sur la Terre
Combien de radians franchit un point sur la surface de la Terre en 6 heures. Si ce point
est sur I’équateur, quelle est sa vitesse tangentielle ?
0.26 Une poulie
Une poulie de 10cm de rayon entraine par I’intermédiaire d’une courroie une deuxieme
poulie de 25cm de rayon. La premiére poulie part du repos et accélere a m/2rad/ s
jusqu’a ce que la deuxieme atteigne une vitesse angulaire de 100 tours par minutes.
(a) Sila courroie ne glisse pas, combien de temps prend 1’accélération ?
(b) Une fois I’accélération terminée, quelle est la vitesse d’un point sur la courroie ?
0.27 Balistique

La figure 5.30 illustre une fagon de déterminer la vitesse v d’une balle de fusil a partir
de la mesure de la hauteur /2 du bloc dans lequel la balle s’est arrétée. Obtenez la vitesse
v en fonction de la hauteur /, des masses m; et m; de la balle et du bloc respectivement,

et de I’accélération gravitationnelle g.
\& Figure 5.30 <»

» Schéma de la situation décrite au probleme 0.27
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5.7.2 Repeéres accélérés

5.1 Le professeur Tournesol
Un avion transportant le professeur Tournesol survole le pdle Nord a une vitesse de
800km/ h en suivant un méridien de longitude (un grand arc de cercle fixe par rapport &
la surface de la Terre et selon une direction nord-sud). Le professeur Tournesol tient son
pendule a bout de bras devant lui (le pendule est stationnaire et n’oscille pas). Pendant
ce temps, les Dupont et Dupond effectuent la méme expérience a partir d’une station
située au pole Nord. Quel est I’angle entre les directions du pendule de Tournesol et
celui des Dupont et Dupond ?

5.2 Hypothese sur la migration des oiseaux
On a prétendu que les oiseaux migrateurs estiment leur latitude a partir de la force de
Coriolis. Quelle force un oiseau doit-il exercer pour contrebalancer la force de Coriolis
et voler en ligne droite a2 50km/h ? Exprimez le résultat comme un rapport entre la
force de Coriolis et la force gravitationnelle.

Figure 5.31 <»
Schéma de la situation décrite au probleme 5.3

0o

5.3 La mouche sur ’essuie-glace

Une mouche se pose sur le bras d’un essuie-glace, a une distance » du pivot. L’essuie-
glace exécute un mouvement périodique tel que I’angle de 1’essuie-glace par rapport a
sa position centrale est donné par la relation

0 = 0ysin(bt),

ou 6 et b sont des constantes (cf. figure 5.31). On néglige les forces dues a la gravité,
au vent et au mouvement de la voiture.

(a) En supposant que la mouche demeure stationnaire a sa position r, donnez une
expression vectorielle de la force que le bras de I’essuie-glace exerce sur la
mouche.

(b) Silamouche se déplace a vitesse constante vers le pivot, quelle force additionnelle
le bras exerce-t-il sur la mouche ? Prenez soin d’indiquer la grandeur et la
direction de cette force.

5.4 Un insecte
Un insecte de masse m = 1 g se déplace le long du rayon d’un disque vinyle qui tourne
a 33% tours/ min. La vitesse de déplacement de ’insecte est de 1 cm/s. Quelles sont la
grandeur et la direction des forces qui agissent sur I’insecte lorsque celui-ci se situe a
6cm du centre du disque

5.5 Question d’équilibre
Un petit anneau C est libre de glisser le long d’une tige semi-circulaire ACB. La tige
est en rotation a une vitesse angulaire @ autour de 1’axe vertical AB (cf. figure 5.32).
On suppose qu’il n’y a aucune friction entre la tige et I’anneau. Déterminez les valeurs
de O pour lesquelles 1’anneau ne glisse pas.
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5.6

5.7

5.8

5.9

Disque en rotation

Un petit bloc de 0.1kg est posé sur un disque horizontal a 1 m de I’axe. Le coefficient
de frottement entre le bloc et le disque est de 0.5. Initialement au repos, le disque est
ensuite soumis  une accélération angulaire constante de 0.01rad/s”>. On néglige la
résistance de 1’air et on suppose g = 10m/ s°.

(a) Donnez la nature, la grandeur et la direction de chacune des forces qui s’exercent
sur le bloc du point de vue d’un observateur placé sur le disque (repere non
inertiel).

(b) Donnez la nature, la grandeur et la direction de chacune des forces qui s’exercent
sur le bloc du point de vue d’un observateur immobile par rapport au sol (repere
inertiel).

Manege et perception

Une petite fille assise par Terre regarde un manege qui tourne. Pour un observateur
immobile sur le manege, la petite fille effectue un mouvement circulaire uniforme
autour de I’axe du manege. Expliquez.

Le frére de la petite fille court autour du manege a une vitesse telle que celui-ci lui

semble immobile.

(a) Décrire la situation en termes de forces du point de vue du repeére non inertiel
qu’est le manege.

(b) Décrire la situation en termes de forces du point de vue d’un repere inertiel fixé
au sol.

Position d’un satellite

Une planete est en orbite circulaire (de rayon R et de période 77) autour d’une étoile
fixe située a I’origine. Un satellite est en orbite circulaire (de rayon R et de période 75)
autour de cette planete. Les orbites sont dans le plan xy. La planéte ainsi que le satellite
sont sur ’axe des x ar = 0.

(a) Ecrivez une expression explicite pour la position r(r) du satellite par rapport a
I’étoile.

(b) On définit le moment cinétique d’une particule comme L = mr x v (m est la
masse de la particule). En considérant le satellite comme une particule, calculez
son moment cinétique. Comment varie-t-il dans le temps (décrivez seulement) ?

Station spatiale en orbite
Une station spatiale est en orbite circulaire de fréquence angulaire et de rayon R
autour de la Terre. Cette orbite n’est pas équatoriale, mais coupe 1’équateur avec un
angle 6. On place ’origine au centre de la Terre ; ’axe des z est I’axe de rotation
de la Terre et ’axe des x passe précisément par le point ot I’orbite du satellite coupe
I’équateur, au temps ¢t = 0.

(a) Donnez une expression explicite pour la position (coordonnées cartésiennes) du
satellite en fonction du temps. Pour ce faire, vous pouvez supposer premie¢rement
que ’orbite est équatoriale, trouvez les coordonnées (x,y,z) dans ce cas, puis
appliquez une matrice de rotation d’un angle 6 par rapport a I’axe des x.

(b) Calculez le vecteur-vitesse du satellite en fonction du temps, ainsi que le vecteur-
accélération.

5.10 Force de d’Alembert dans 1’autobus

Vous vous installez debout dans I’autobus, tenant un porte-monnaie dans votre main,

Figure 5.32 <«»
Schéma de la situation décrite au probleme 5.5
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quand soudainement le conducteur appuie sur I’accélérateur de sorte que le véhicule
conserve une accélération constante ag dans la direction des x. Sous le choc, le porte-
monnaie vous échappe.

(a) Identifiez les deux forces principales agissant sur le porte-monnaie (réelles ou
fictives) dans le référentiel de I’autobus. Exprimez ces forces en fonction des
vecteurs unitaires €/, e}, e, (on suppose bien siir que I’axe des z est vertical).

(b) En prenant I’origine de votre systeme de coordonnées a vos pieds et en supposant
que le porte-monnaie se trouve initialement a une hauteur / au-dessus de celle-ci,
donnez une expression pour la position r'(¢) du porte-monnaie en fonction du
temps.

(c) Dans ces circonstances, dans quelle direction devriez-vous lancer un objet pour
qu’il vous revienne dessus ?

5.11 Force de Coriolis a I’équateur

(a) On se trouve a I’équateur et on lance un objet exactement a la verticale. On
néglige la résistance de 1’air. Dans quelle direction pointe la force de Coriolis
lors de I’ascension de I’objet ? Lors de sa descente ?

(b) Nommez les forces réelles (les plus connues) que peut subir cet objet (de nature
quelconque) dans un référentiel inertiel. Donnez leur forme mathématique.

5.12 Référentiel inertiel versus non inertiel
On consideére un référentiel inertiel (absolu) xyz par rapport auquel tourne, a la vitesse
angulaire @’ = €/ cost + €/ sinf + €., un systéme non inertiel d’axes x’y’z’. Les deux
systeémes partagent la méme origine. Si le vecteur position d’un point selon xyz est
r(t) = e/ sint — e{cost +elt, trouvez :

(a) la vitesse selon x'y'z (vitesse relative) et selon xyz (vitesse absolue),

(b) T’accélération selon x'y'z’ (accélération relative) et selon xyz (accélération ab-
solue).

5.13 Plomb et plume
Un sac de plumes a I’équateur et un sac de plomb au pole nord ont le méme poids
apparent. Quel sac a la masse la plus élevée ?

5.14 Force G
Un pilote d’avion a réaction effectue une boucle complete (« looping ») de rayon
R = 1km 2 la vitesse constante de v =200m/s. Quelle est la gravité apparente du
pilote de masse m en haut (lorsqu’il a la té€te en bas) et en bas de la boucle ? Quelle
vitesse permet au pilote de ne sentir aucun poids en haut de la boucle ?

5.15 Looping
Une voiture doit, en partant d’une hauteur / sur une piste inclinée, parcourir une boucle
verticale (« looping ») de rayon r et située a la sortie de la pente inclinée.

(a) Quelle doit étre la vitesse minimum vp,;, de I’automobile en haut de la boucle
afin qu’elle reste sur la piste a cet endroit ?

(b) A quelle hauteur la voiture doit-elle partir pour atteindre cette vitesse ?

5.16 Train électrique sur une table tournante
Un train électrique tourne a vitesse constante v, sur un rail circulaire et dans le sens
contraire des aiguilles d’une montre. Ce rail est situé en périphérie d’une table circulaire
de rayon r et tournant elle-méme avec une vitesse angulaire constante @y dans le méme
sens que la rotation du train. Un petit animal de masse m est placé dans 1'un des wagons
du train.

(a) Quelles forces subit le petit animal ?

(b) Quelle doit étre la vitesse du train pour que 1’animal ne subisse aucune force
radiale ?

5.17 Sur une autoroute...
Sur une autoroute, on trouve une courbe ayant un rayon de courbure de 30m. Quel
doit étre I'inclinaison de cette courbe par rapport au niveau du sol pour qu’une voiture
roulant & 13m/ s ne remarque aucun changement en conduisant 1’été sur de 1’asphalte,
ou I’hiver sur de la glace noir (friction négligeable.) ?

5.18 Brique sur un disque
A T’aide de la figure suivante, trouvez les deux positions extrémes sur le disque ot nous
pouvons placer une brique de masse M sans que celle-ci ne bouge. La vitesse angulaire
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est w et le coefficient de frottement statique est k (cf. figure 5.33)

Figure 5.33 <>
Schéma de la situation décrite au probléme 5.18

5.19 Un cycliste
Quel est le plus petit rayon du cercle que peut faire un cycliste roulant a 29km/h si le
coefficient de friction statique du sol est de 0.32 ?

5.20 Un pilote d’avion
Un pilote de 70kg retourne son avion téte en bas pour décrire un cercle vertical par
rapport au sol. Une fois qu’il atteint le sommet du cercle, il exerce une force de 200N
sur son siege. Quel est le rayon du cercle, si la vitesse de I’avion est de 144km/h ?

5.21 Une petite roche
Une petite roche est déposée dans un contenant cylindrique de 40cm de rayon, placé
a I’horizontale (cf. figure 5.34). On fait tourner le contenant selon 1’axe A avec une
période de révolution de deux secondes. Si le coefficient de friction statique est de 0.75,
trouvez I’angle maximal fait par la roche avant de commencer a glisser.

Figure 5.34 <»
Schéma de la situation décrite au probléme 5.21

5.22 Tarzan
Tarzan, qui pese 82kg, est perché sur une falaise tenant une liane de 15m. Pour
impressionner Jane, il décide de sauter, décrivant un arc de cercle. Il vise un arbre
2.6m plus bas que la falaise. Si la liane peut supporter un poids maximum de 113kg,
va-t-elle se rompre ?

5.23 Une autre brique sur un disque
Un disque d’une matiere ayant un coefficient de friction statique de 0.32 est initialement
au repos. Il commence a tourner et apres 20s il est rendu avec une vitesse angulaire de
35rad/s. A un temps ¢ aprés qu’il ait commencé a tourner, on pose une brique sur le
disque a une distance de 7cm du centre. Si cette brique est en équilibre radial précaire,
trouvez depuis combien de temps le disque tourne. (c’est-a-dire trouvez ).

5.24 La méme brique
Supposons que la méme brique du probleme précédent est déposée au méme moment
au méme endroit, mais avec une vitesse constante v vers le centre du disque. Trouvez
la valeur de v pour que, tangentiellement parlant, la nature du disque (c’est-a-dire le
coefficient de friction statique) n’ait aucune importance pour la brique.
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elles, ou encore, dans le cas du corps rigide, astreintes & demeurer a des distances \
constantes 1’une de 1’autre.

6.1 Dynamique d’un ensemble de particules

Nous allons supposer un ensemble de particules de masses mp, m,... Ces particules
peuvent étre les éléments d’un corps plus grand (ce sera le cas du corps rigide) ou tout
simplement étre séparées 1’'une de 1’autre (cas du mouvement planétaire). Nous allons
supposer que les forces qui agissent entre ces particules satisfont aux conditions suivantes :

1. Les forces qui s’exercent entre un couple donné de particules sont égales en grandeur et
opposées en direction.ex :
Fio =—Fa.

2. Ces forces sont paralleles a la droite qui joint ces particules (ex. ceci exclut la force
magnétique), ex :
(rz—11) [| Fi2.

Autrement dit, si F; est la force exercée sur la particule 1 par la particule 2 et que F»;
est la force exercée sur 2 par 1, on a d’apres le premier énoncé : Fj» = —F,;. Le deuxieme
énoncé précise que ces forces sont sur une méme droite, ce qui n’est pas toujours le cas.

On suppose aussi qu’il existe des forces qui s’exercent sur ces particules, forces dont
I’origine est en dehors du systeme. Ce qui signifie que sur la particule 7, la force résultante
sera

Figure 6.1 A
£ Systéme de particules ponctuelles de masses,
F, = ZFi J + F; (6.1)  positions et vitesses m;,r;, v; respectivement dans
J

un repere inertiel arbitraire.
Force externe

Forces entre particules

d’ol, pour la deuxieme loi de Newton
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m;t; = F; :ZFij“"FF (6.2)
J
ol nous utilisons a 1’occasion la notation
. da
7
. d’a
)

pour un vecteur quelconque a.

Centre de masse. Conservation de I'impulsion
La masse totale du systéme étant donnée par

M = Zmi (6.3)
i
et la position du centre de masse par
Limir;
R=="— 6.4
o (6.4)

on peut écrire

. .. £
Y mii=MR=Y Y F;+Y FF. (6.5)
i i i
—_——
0 FE

Le dernier terme du membre de droite de cette équation est la résultante FZ des forces
externes appliquées sur le systeme tandis que le premier terme est nul en raison des hypotheses
faites sur les forces internes ; en fait chacune des forces internes intervient deux fois mais

avec un signe opposé. Il reste donc

MR =F~. (6.6)

Physiquement, cette équation signifie que peu importe I’interaction entre les particules, le
centre de masse du systeme va se déplacer comme une particule unique de masse M sur
laquelle serait appliqué I’ensemble des forces externes.

S’il n’y a pas de forces externes appliquées sur ce systeme, 1’équation (6.6) devient
MR =0 ce qui s’écrit aussi

MR =Y mir; = P = const. 6.7)
Figure 6.2 A i
Systéme de particules ponctuelles de masses,
positions et vitesses m;,r}, v; respectivement par
rapport au centre de masse. M,R et V sont la
masse totale, la position et la vitesse du
de masse dans un repére inertiel arbitraire.”” "

C’est la loi de conservation de I’ impulsion pour un systeme de particules.

Notion de moment cinétique. Conservation du moment cinétique

Le moment cinétique de la particule i étant défini comme I; = r; X p; et la dérivée premiere
étant l; = r; X p; +1; X m;¥; (ce dernier terme étant nécessairement nul), on a, en tenant compte
de I’équation (6.2)

ii:rixpi:ZriXFfj+riXFiE' (68)
torque T;

Le dernier terme est le moment des forces externes sur la particule i , ce qu’on appelle
parfois le torque 7; ; de plus, on définit le moment cinétique total du systeme comme L =Y ;1;.
Ainsi I’équation (6.8) devient

L=YYrxF;+) (6.9)
i i
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6.1 Dynamique d’'un ensemble de particules

On peut montrer facilement que le terme de double sommation est nul. Prenons simplement
lestermesi=1, j=2eti=2, j=1

r; XxFip+1r xFj (6.10)

mais comme Fi, = —F»,ona
(ry —r2) x Fpa. (6.11)
Le vecteur entre les parentheses est colinéaire au vecteur force interne
(ri—r2) || Fi2 = (r1—r2) xFpp =0,

le produit vectoriel est donc nul. Il en est de méme pour tous les autres termes. L’ équation
(6.9) devient donc

L=1t=Y)r7 (6.12)

étant entendu ici que 7 représente la somme des moments des forces externes.
Si la résultante des moments de forces externes est nulle, on a

L= cte (6.13)

ce qui est la loi de conservation du moment cinétique total. Cette loi de conservation est
d’une extréme utilité, s’appliquant tout aussi bien aux galaxies, au mouvement planétaire
qu’aux atomes et aux noyaux.

Lénergie cinétique d’un systéme de particules
L’énergie cinétique totale d’un systéme de particules est donnée par la somme des énergies
cinétiques individuelles, soit

T:ZEmiv%zzﬁ(v,»-v,-). (6.14)

Comme on le voit sur la figure 6.3, il est possible de décomposer la position d’une particule
en termes de la position du CM et la position de la particule par rapport au CM. On a alors

ri=R+r, (6.15)

1

d’ol pour la dérivée par rapport au temps

vi=V+v,. (6.16)

L’expression de I’énergie cinétique devient donc

T - %Zmi(V—O—V;)-(V—FV;)
i
1 1
= EZmiV2+Zmi(V-V;)+§Zm,~v;2
i i i
= %MVZ—&-V-Zm,-V;—&—%Zm,-v;Z. (6.17)
i i

En utilisant 1’équation (6.15), on a
Zmi I‘; = Zmi (I‘,' — R) (6 1 8)
i i

= Y mri-MR=0 (6.19)
i

Chapitre 6

Figure 6.3 A
Position de la particule de masse m; dans le sys-
teme S et dans le systéme du centre de masse.

Figure 6.4 A
Rotation d’un corps solide.
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en raison de la définition méme du centre de masse. La dérivée du terme de gauche étant
donc nulle, (¥, m;r; =0 =Y ;m;v; = 0) 'expression (6.18) est ramenée a

1 1
T = 5Mv2 +5 Zi‘,miv? (6.20)

ce qui signifie que I’énergie cinétique totale d’un systéme de particules est égale a la somme
de I’énergie cinétique du centre de masse et de I’énergie cinétique de toutes les particules par

rapport au centre de masse.
Voici un sommaire des propriétés globales d’un systeme de particules :

M=}Y,;m;

MR :Zimiri

P=MV=MR=Y,mv; MA=MR=F"
MA = MR =Y, m;a;

T =IMV?+ 1Y, mp?

L=Y,l;=Y;mr; xp; L=r1

6.1.4 Milieux continus

Supposons maintenant qu’au lieu de considérer un ensemble de particules de masses
my, mo,...nous ayons affaire a un milieu continu comme un solide. Le méme raisonnement
que dans les sections précédentes s’ applique encore avec toutefois un traitement qui differe
quelque peu :

1. La particule de masse m; localisée a la position r; est remplacée par un élément de masse
p(r) d*r ala position r ol p(r) et d°r sont la densité de masse et I'élément de volume
en trois dimensions respectivement.

2. Les propriétés des particules X; sont remplacées par des fonctions de la position X(r).

3. Les sommes ) ; sont remplacées par des intégrales sont remplacées par des intégrales sur
le volume [ d°r.

Voici quelques exemples pour des relations énoncées ci-haut :

Particules ponctuelles Milieu continu

M=Y,m M= [d*rp(r)

MR =Y, mr; MR =[drp(r)r

T =3iMV2+1y,;my? T=3iMV2+1 [d® p(r) v2(r)
[=Y;mr? I=[drp(r)r?

Le solide indéformable : Introduction

Le solide indéformable est un bel exemple d’un ensemble de particules ; celles-ci de-
meurent a des distances constantes I’une de I’autre qu’il y ait ou non des forces externes ce
qui signifie que le corps ne change pas de forme pendant le mouvement. C’est 1a évidemment
une idéalisation car il n’y a pas, a proprement parler, de vrai solide indéformable. Cela fait
I’objet d’un autre domaine de la physique : I’élasticité. Toutefois, dans des limites que nous
nous imposerons au besoin, les corps dont nous allons analyser le mouvement seront des
ensembles de particules rigidement liées.

Il existe deux types de mouvement particuliers au solide indéformable : la translation
et la rotation. On dit d’un solide indéformable qu’il effectue un mouvement de translation
Figure 6.5 a lorsque toutes ses parties se déplacent sur des trajectoires paralleles ; ainsi une droite qui
Un corps rigide tournant autour d’'un axe Oz avec . . . . .. RN e e ..
la vitesse angulaire @, joint deux points quelconques aura toujours une position parallele a sa position initiale (cf.

figure 6.4). On parle de rotation autour d’un axe lorsque toutes les particules décrivent des
trajectoires circulaires autour d’une ligne appelée axe de rotation. L’axe peut étre fixe ou non
par rapport au corps.
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6.2 Le solide indéformable : Introduction

Le mouvement le plus général d’un solide indéformable peut toujours étre ramené a une
combinaison de translations et de rotations : on peut toujours trouver un systeme de référence
en translation dans lequel le corps aura un mouvement de rotation seulement. Comme nous
I’avons vu dans I’équation (6.6), soit

MR =FF

le mouvement du centre de masse est identique a celui qu’aurait une particule unique, de

masse M, soumise a la résultante des forces externes appliquées sur le solide indéformable.

Dans ce chapitre, c’est plutot le mouvement de rotation autour d’un axe qui retiendra notre
intérét.

Rotation d’un solide indéformable autour d’un axe fixe

Nous allons considérer un solide indéformable tournant autour d’un axe Oz avec la vitesse
angulaire o (cf. figure 6.5). Chacune de ses particules décrit un cercle dont le centre est sur
I’axe Oz. La particule P,, par exemple, décrit un cercle de rayon R; = M;P; avec la vitesse
tangentielle

Vi=0XTr; (6.21)

ou r; est le vecteur position par rapport a I’origine O. La grandeur de la vitesse tangentielle
est donc
Vil = vi = @R; = || || ||r;|| sin6;

ou 6; est ’angle entre w et r;. Le moment cinétique de cette particule par rapport a 1’origine
O est (cf. figure 6.5)
I, =mir; X vi =mr; X ((J) X I‘,‘). (6.22)

Sa direction est perpendiculaire au plan déterminé par les vecteurs r; et v;, se trouve ainsi
dans le plan déterminé par le vecteur r; et I’axe Oz. Sa grandeur est

;| = mirvi = mir; (OR;)
et sa composante parallele a I’axe de rotation est
l,’z = m,-ri(a)Ri)sinGi
ou encore

li; = miR? @ (6.23)

puisque r;sin6; = R;.
La composante du moment cinétique total selon I’axe Oz est donc

Lo=) li:=| YmR} | @ (6.24)

et la quantité entre parentheses est appelée moment d’inertie par rapport a [’axe de rotation
Ozetnotée [, d’ou
L, =lo. (6.25)

Le moment cinétique total L = Y 1; n’est pas, en général, parallele a 1’axe de rotation
ce qui signifie qu’en général le moment d’inertie ne sera pas un scalaire. Nous reviendrons
sur cette question plus loin. Dans ce chapitre, a moins d’avis contraire, le vecteur L sera
parallele au vecteur @, c’est-a-dire

L=Io (6.26)

ou / est une quantité scalaire.

Chapitre 6
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L’énergie cinétique du solide indéformable de la figure 6.5 s’écrit
1
o= 3 zi‘,m,»v;% (6.27)

_ ;Zl’m, (0 xr;)? (6.28)

_ % (ZmiR,2> > (6.29)

ou encore

1
T = 5mz. (6.30)

On peut noter, dans les expressions (6.26) donnant le moment cinétique et (6.30) pour
I’énergie cinétique, que le moment d’inertie joue un role analogue a la masse m dans les

expressions qu’on retrouve en dynamique soient p =mvet T = %mvz.

Particule en mouvement Solide indéformable en rotation

rectiligne autour d’un axe fixe
dz a p=mv L=Iw
(o) F =ma T=In
T = ymy? T = jl0*

6.2.2 Moments d’inertie de divers corps

-a/2 dz a/2 Dans les calculs habituels du moment d’inertie, il faut remplacer la sommation sur
) plusieurs particules par une intégration sur I’ensemble du corps, d’out

1= / R*dm (6.31)

Figure 6.6 A

Tige mince: Rotation par rapport & l'extrémité (a) oy

et au centre (b) respectivement. L
dm = élément de masse

que I’on exprime habituellement par le produit de la densité p (linéique, surfacique ou

volumique) et de la quantité différentielle appropriée (longueur dL, surface dA ou volumedV).

dm = prdL ou psdA ou pydV.

Il est important de se rappeler que R est la distance entre 1’élément de masse et I’axe de
rotation.(prise perpendiculairement a I’ axe).

O 1. Tige mince
R / (a) Rotation par rapport a I’extrémité (cf. figure 6.6a) : En supposant que la densité
linéique est uniforme, 1’élément de masse s’écrit dm = prdx, la masse M et le
do moment d’inertie / sont
a
M = / pLdX = pL)C|g = pra
0
a 3@ 1
I = / xszdx: pLx— = pra3 = -Md*.
0 3p 3 3
Figure 6.7 A
Moment d’inertie d’'un anneau.
(b) Rotation par rapport au centre (cf. figure 6.6b) :
B 315
2 X 1 1
1= 2ppdx=pr~| = -—=pra®=—=Mad>.
/_gx prove=prs|, TP Tt

136 = 44 4 A N D D>



Chapitre 6

6.2 Le solide indéformable : Introduction

2. Anneau circulaire
Profitant du fait que distribution de matiere est uniforme autour de I’axe et qu’il y a
symétrie, nous écrirons 1’élément de masse s’écrit dm = pgd 60, la masse M et le moment
d’inertie / sont

2
M= Pod6 = 21py
0

27 27 M
= / R’ped6 = / R?>—d6 = MR?
0 0 27

ol R son rayon de I’anneau.Moment d’inertie d’un disque.
3. Disque circulaire
Il y a avantage ici a travailler en coordonnées polaires (r, ) et a prendre comme élément
de masse un anneau mince de rayon r et d’épaisseur dr soit une densité par unité de
surface constante p, surface constante py,

dm = pa 2nr dr

Alors la masse du disque est

R
M= / pa 277 dr = TPAR.
0

Le moment d’inertie dans ce cas s’écrit donc (cf. figure 6.8)

K 2 R 1 2
I = / pAr 27‘Crdr = 27TpA T = EMR . Figure 6.8 A
0 Moment d’inertie d’'un disque.

4. Sphere
Dans ce cas, nous allons supposer que la sphere est constituée de disques minces dont
I’axe est celui par rapport auquel nous voulons calculer le moment d’inertie soit Oz (cf.
figure 6.9). L’élément de volume d’un disque de rayon y et d’épaisseur dz étant wy’dz,
son élément de masse est
dm = py ny*dz

et la masse de la sphere de rayon R est
R R 3
ATR-
M:/ py my*dz =pv7t/ (R*—2%)dz= 3 Pv
~R ~R

comme il se doit, c’est-a-dire le produit de son volume et de sa densité. Par ailleurs, le
moment d’inertie associé au disque de rayon y est % y>dm alors

I—/Rln 4d—l717 /R(Rz—z)zd—gn R
=) k2 pvy dz=5Tpv " Z =15 pv

C’est-a-dire
= %MRZ
= )

Voici les moments d’inertie / de certains objets géométriques de densité uniforme par
rapport a I’axe de symétrie : M est la masse et R la longueur qui caractérise la géométrie de
I’objet (ex. longueur de la tige ou rayon de la sphere).

Objet Moment d’inertie /

Tige mince p/r extrémité : %MR2
Tige mince p/r centre : lZMR2
Sphere pleine :  2MR?
Sphere creuse ou coquille mince : iMR2
Disque ou cylindre plein : %MR2
Cylindre creux ou anneau mince : MR?

Anneau épais :  1M(R2 +R? Figure 6.9 Ao
P 2 ( nt ex) Moment d’inertie d’'une sphére.
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Figure 6.10 A
Corps solide en rotation autour de I'axe di 6.2.3

|

Figure 6.11 a

Plaque mince en rotation autour de I'axe des z.

138 = 44 4 A N D> Db
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Rayon de giration
On remarque que les moments d’inertie sont tous de la forme

masse de I’objet x (dimension caractéristique)z. (6.32)
On introduit alors une quantité k, appelée le rayon de giration, telle que
1= MK (6.33)

Ainsi, il est souvent plus pratique de caractériser les objets par leur rayon de giration. M est
la masse et R la longueur qui caractérise la géométrie de I’objet (ex. longueur de la tige ou
rayon de la sphere).

Objet Rayon de giration

Tige mince p/r extrémité : \%R
Tige mince p/r centre : \/ER
5 g0 o 2
Sphere pleine : \/;R
Sphere creuse ou coquille mince : %R

Disque ou cylindre plein : )
Cylindre creux ou anneau mince : R

Anneau épais :  —=/R2 +R%,

V2 int

Théoréme des axes paralléles

Le moment d’inertie dépend de la forme du solide mais aussi de sa position et de son
orientation par rapport a I’axe de rotation. On a pu s’en rendre compte dans le calcul du
moment d’inertie d’une tige mince plus haut. Dans certains cas, il devient nécessaire de
calculer a nouveau explicitement le moment d’inertie. Le théoreme des axes paralleles et le
théoréme des plaques minces (ou des axes perpendiculaires) peuvent toutefois simplifier ces
calculs puisque certaines relations s’appliquent en cas de symétrie.

Considérons le moment d’inertie d’un corps autour d’un axe, disons Oz (cf. figure 6.10).
Les particules de masse m; situées aux points r; = (x;,y;,z;) contribuent au moment d’inertie

I1=Y mi(xt+57). (6.34)
i
Mais
xi = X+x
i = Y+

ot R = (X,Y,Z) est la position du centre de masse et r; = (x},!,z}), la position des particules
par rapport au point R. L’expression (6.34) s’écrit alors

1= Yo (X4 + (r+5)°)

= Zmi (x;z er?) Jeri (X2 +Y2)
I p/rau c.m. M-d?
+2XZmix,’»+2YZmiy§

) =0

P =x21y?

est la distance entre le centre de masse et 1’axe.
1. Le premier terme étant le moment d’inertie par rapport a un axe parallele a I’axe Oz mais
passant par le centre de masse ;
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2. Le deuxieme terme est égal a la masse totale multipliée par le carré de la distance entre
I’axe Oz et 1’axe parallele passant par le centre de masse (M - d?).

3. Les deux derniers termes sont nuls d’apres la définition méme du centre de masse.
Il reste donc

I=Iey+M-d° (6.35)

C’est 1a I’expression du théoréme des axes paralléles ; si 1’on veut le moment d’inertie
d’un corps autour d’un axe et qu’on connait le moment d’inertie par rapport a un axe parallele
passant par le centre de masse, il suffit d’ajouter a cette derniere quantité M fois le carré de la
distance entre les deux axes.

f Exemple 6.1
@ Moment d’inertie de la tige mince
Dans le cas du moment d’inertie de la tige mince calculé par rapport a un axe passant par
une des extrémités et par le centre de masse respectivement (cf. figure 6.6), on a en effet

Ly = lIcy+M-d* (6.36)
1 2 a 2 1 2
= —M M(*) = -Ma". .
M +M (5 yMa (6.37)

f Exemple 6.2

@ Moment d’inertie d’un bouton a quatre trous

Par exemple, considérons le moment d’inertie d’un bouton a quatre trous de rayon R (cf.
figure 6.12) en rotation autour de 1’axe perpendiculaire passant par son centre. Les quatre
trous sont de rayon r et sont situés a une distance ¢ du centre. Le bouton a la forme d’un
disque troué de densité uniforme p4. Déterminons le moment d’inertie du bouton.

M Solution :
La masse du bouton s’écrit donc comme la masse du disque mgisque de laquelle on soustrait
la masse de matiere qu’on a enlevée pour faire place a chaque trou m1yoy

M, = Mdisque — Amirou
= 77:R2pA — 4mr? LA
= T7pa (R2 = 4r2) .

De la méme fagon, on soustrait du moment d’inertie du disque la contribution des trous.
Le moment d’inertie du bouton est alors donné par

I, = Idisque — 4lyrou

1 R*

2
]disque = EmdisqueR = 7IPA )

et utilisant le théoreme des axes paralleles

1 1
lyow = ilntrour2 +mtroud2 = EE’APA + ﬂr2pAd2
4

Chapitre

Figure 6.12 a
Bouton a quatre trous.
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X

)
DY

D/

Figure 6.13 a
Disque de masse M et de rayon R en rotation par
rapport a 'axe DD'.
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Donc

R4 ’,.4
I, = npA<24(2+r2d2>>

_ by, R*—8d*r? —4r*
27t R2— 42 '

On note que pour des boutons de masses identiques, le moment d’inertie diminuera lorsque
d et r augmentent. Dans la limite ol r tend vers 0, on récupere le résultat pour un disque
plein soit 7, — %MZ,R2 . @

. J

Remarque 6.1

0 Moment d’inertie d’un objet complexe
On note que le moment d’inertie d’un objet composé de plusieurs éléments est la somme

de moments d’inertie de ses parties. 0

Théoréme des plaques minces (ou des axes perpendiculaires)

Utilisant encore une fois les symétries d’un probleme, il est possible d’obtenir une relation
entre les moments d’inertie pour des objets dont on peut négliger 1’épaisseur : le théoréeme
des plaques minces (ou des axes perpendiculaires).

Supposons une plaque mince de forme arbitraire (cf. figure 6.11) ol nous identifions les
axes Ox et Oy avec le plan de la plaque et ’axe de rotation Oz qui traverse perpendiculairement
cette plaque par le point O. Considérons le moment d’inertie /, de cette plaque autour de
I’axe Oz. 1l vaut, par définition

L=Y mi(+y}) (6.38)

On alors peut écrire
L=Y maxi+Y my;. (6.39)
i i

Comme I’objet est plat, le premier terme est tout simplement /, tandis que le second est /,
de telle sorte que nous pouvons énoncer le théoréme suivant :.
Théoréme des plaques minces (ou des axes perpendiculaires).

I, = I, +1, (pour une plaque mince). (6.40)

Ce théoréme peut étre fort utile dans le calcul des moments d’inertie ; on doit se rappeler
qu’il ne s’applique qu’a des objets minces.

f Exemple 6.3
@ Moment d’inertie d’un disque
Supposons un disque de masse M et de rayon R (cf. figure 6.13). Déterminons son moment
d’inertie par rapport a la droite DD’ qui est parallele a un diamétre et tangente au disque.

H Solution :
On sait que par rapport a un axe perpendiculaire passant par le centre du disque, le moment

d’inertie est .
I = ~MR?.
2

Appliquons le théoréme des plaques minces,

I =I+1,=2I,

ce qui nous donne le moment d’inertie par rapport a un diametre, soit : /, = }—‘MRZ.
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Appliquons enfin le théoreme des axes paralleles avec d = R, d’ou

Iy = L+MR?
1 2 S
= -MR"+MR" = -MR".
4 4
On voit ainsi que 1’usage combiné des deux théorémes peut nous éviter de calculer des
moments d’inertie. @
|\ J

6.2.5 Equation de mouvement et cinématique de rotation
Nous avons vu précédemment que pour un ensemble de particules, on avait

L=1 (6.41)

ou L est le moment cinétique total et T le moment des forces externes. Cette équation est
valide dans le cas d’un solide indéformable et, si nous considérons le cas d’un corps qui
tourne autour d’un axe tel que I’équation L. = /w est valide, ce qui est le cas dans ce cours,

alors
do
I— =7 6.42
7 (6.42)
ou encore
Ilo=r1

ou « est I’accélération angulaire.
La similitude entre 1’équation du mouvement de translation, c’est-a-dire F = ma et
I’équation (6.42) est parfaite. Dressons un tableau comparatif des quantités en jeu : Si / est

constant,
Particule en mouvement Solide indéformable en rotation
rectiligne autour d’un axe fixe
p=mv L=Iw
F=ma T=Io
T = %mv2 T = %I o’

En raison de cette similitude, on admet facilement que seront valides les équations
suivantes permettant de décrire le mouvement de rotation d’un solide indéformable autour
d’un axe : Pour une accélération angulaire constante

0 = wy+at (6.43)

1
0 = 0Oy+ o+ Eoctz. (6.44)

6.2.6 Conservation du moment cinétique

En particulier, si T = 0, on doit avoir conservation de la quantité /®. Dans le cas d’un
solide indéformable a géométrie variable, cela veut dire que si / augmente, la quantité @ doit
diminuer et vice versa. On connait bien le cas des vrilles en patinage de fantaisie et celui du
plongeur du haut-vol qui se replie sur lui-méme pour augmenter sa vitesse de rotation.

6.2.7 Condition d’équilibre statique

La statique est un cas particulier de la dynamique, c’est le cas ou il n’y a pas de mouve-
ment. Les conditions d’équilibre statique sont v = @ = 0 en tout temps donc

Fres:()
=0

ol F™ et 7 sont la force et le moment de force résultant des forces extérieures.

Chapitre 6

base du mouvement

centre instantané
derotation

Figure 6.14 a

Centre et axe instantané de rotation: obtenu par
l'intersection des droites perpendiculaires aux
vecteurs de vitesse de chaque point d’'un solide
dans le repére inertiel. La base du mouvement
est la surface balayée par I'axe instantané de
rotation.
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Figure 6.15 <»
Exemple de I'échelle glissant le long d’'un mur: La
roulante roule sur la base du mouvement.

Figure 6.16 A
Boule de quilles en mouvement.
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Centre instantané de rotation, roulante et base du mouvement

Considérons un solide indéformable en mouvement dans un plan, le plan xy par exemple.
Imaginons aussi le plan x'y’ fixe par rapport au solide indéformable et paralléle au plan xy.
Alors, a tout moment, un point du plan x’y’ sera au repos par rapport au plan xy. Ce point est
appelé le centre de rotation instantané.

Le centre instantané peut se trouver a I’extérieur du corps et peut se déplacer. On le
trouve en posant pour ce point, une vitesse nulle dans le plan xy,

ve=0=V+v,=V+oxr,

ol r¢, V. et r.,v. sont la position et vitesse du centre dans S et S’ respectivement et V la
vitesse de S’ par rapport a S.
Alors en multipliant le membre de droite par m, on obtient

oxV=-0x(oxr))=—((or,)o-o’)

a2y
= 0°r,.

base du mouvement.as==sfeseea,, centre instantané

Lo® ‘-.----:'\\ie rotation
o R
O‘ 0‘
0"
K
R
K

roulante du
mouvement

Comme o est perpendiculaire a r.,, on trouve la position du centre instantané de rotation
dans §',
, oxV
r, = 5
w

ou dans S
wxV

w?

re=R+r,=R+

ol R est la position de I’origine de S’ dans S.
Puisque dans S, tous les points du corps sont en rotation par rapport a ce centre instantané,
la vitesse de chaque point correspond a la vitesse tangentielle.

v=0ox(r—re).

Donc les droites perpendiculaires a la vitesse de tous les points se croisent toutes au
centre instantané. Si le mouvement est une translation pure, le centre instantané est a 1’infini
(cf. figure 6.14).

L’axe perpendiculaire au plan passant par le centre instantané est appelé 1’axe instantané.
On définit la base du mouvement comme la surface balayée par 1’axe instantané de rotation
dans le repere inertiel S. On définit la roulante du mouvement comme la surface balayée par
I’axe instantané de rotation par rapport au plan du solide indéformable. Le mouvement du
solide indéformable peut alors étre décrit comme le roulement de la roulante sur la base.
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6.3 Mouvements combinés de translation et de rotation

Mouvements combinés de translation et de rotation

Les amateurs de quilles ou de billards savent qu’une boule peut glisser sans pratiquement
rouler ou encore rouler presque sur place sans pratiquement se déplacer. Ces observations
nous serviront comme point de départ pour réfléchir a la question suivante : qu’est-ce qui
relie la translation et la rotation ou encore le roulement et le glissement ? Dans ce qui va
suivre, nous ne considérerons que les forces dans le plan horizontal et nous négligerons la
résistance de I’air.

Frottement, glissement et roulement

Pour illustrer la relation entre frottement, glissement et roulement, posons le probleme
suivant : on lance une boule de quille sans lui donner de mouvement de rotation. Sur la figure
6.16, on voit la boule juste au moment ot elle va toucher le plancher. La vitesse (horizontale)
de son centre de masse est alors V. Tout de suite apres le contact, il y a nécessairement
glissement puisque la boule n’est pas en rotation et que tous ses points ont alors la méme
vitesse V.

Ecrivons ce que sont alors les équations du mouvement, tout juste aprés le contact (cf.
figure 6.17). La seule force horizontale en jeu est la force de frottement en glissement fg,
d’ou

—f, =Ma (6.45)

et pour la rotation (moment de force)

f.R=1Ia. (6.46)

Si f, est constante (en général proportionnel a la force normale), les vitesses du centre de
masse par rapport au sol et angulaire en fonction du temps sont données par

_ Je
vV = vy— Mt (6.47) Te
R —
0 = o+ ff‘Tt (6.48) '
Figure 6.17 a

oll vy et @y sont respectivement la vitesse et vitesse angulaire initiales de la boule (w) =0  Boule de quilles en mouvement soumise a la
dans notre cas). Cette derniére équation nous permet d’obtenir la vitesse tangentielle du point ~ force de frottement.

de contact de la boule par rapport son centre, ou inversement la vitesse du centre de la boule

par rapport au point de contact, soit

I8 4 (6.49)

A Uinstant t' oil cette vitesse sera égale a la vitesse du centre de masse, la vitesse de la
boule au point de contact sera nulle

/

_ &1/ — fi‘.ng
M 1

t/< MI )vo
MR*+1) f,

le glissement cessera et la boule commencera a rouler sans glisser. A partir de ce moment, le
frottement n’est plus nécessaire pour maintenir la rotation et f, = 0.

En principe, la boule peut rouler indéfiniment (on a posé que la résistance de 1’air était
négligeable) ; il existe toutefois une résistance de roulement (rolling friction) qui est, en fait,
due aux déformations tant de la boule que du plancher, au point de contact. Ces déformations, Figure 6.18 4
méme si elles paraissent minimes a premiére vue, dissipent peu a peu Iénergie cinétique et pjoyuvement de la boule par rapport au point de
la boule finit par s’arréter. contact avec roulement sans glissement.

t

c’est-a-dire
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Figure 6.19 a

Disque de rayon R et de masse M autour duquel
est enroulée une corde qui est reliée une masse
m.

S
=
@

2
S
N

8

Figure 6.20 a
Disque sur un plan incliné.
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Ce qu’il est important de retenir, ¢’est que la condition pour qu’il y ait roulement sans
glissement, est
v= R (6.50)
ou v est la vitesse centre de rotation par rapport au point de contact au sol ou la vitesse
tangentielle du point de contact au sol par rapport au centre de rotation.

Dynamique de la rotation

Nous allons voir, a partir de quelques exemples, comment utiliser les équations du
mouvement, soit la force F = Ma et le moment de force T = /o pour résoudre des problemes
ou il y a rotation.

f Exemple 6.4

@ Machine d’Atwood

Prenons le cas d’un disque de rayon R et de masse M. On suppose qu’il peut tourner
librement autour d’un axe passant par son centre. Quelle est I’accélération angulaire de ce
disque si on attache une masse m a une corde enroulée autour (cf. figure 6.19) ?

M Solution :
Ecrivons d’abord I’équation de mouvement de la masse m. Soit 7', la tension dans la corde,

mg—T = ma.

D’autre part, I’équation de mouvement angulaire du disque s’écrit (T = /)

T = Ila
1 2
TR = 5MR a.

Ici, puisque la corde ne glisse pas sur le disque, la condition de roulement sans glissement

v = WR
oua=OoR

s’applique. Si on élimine 7" de ces deux équations, on a

o — mg _ 1 g
(m+3M)R - (1+57) R

oua = ml g= lM g
(m+3M)" (1+3,)

f Exemple 6.5

@ Plan incliné

Supposons un disque de masse M et de rayon R qui roule sans glisser sur un plan incliné
d’angle 6 (cf. figure 6.20). Dans un tel mouvement, I’axe de rotation se déplace mais ne
change pas de direction. En plus, de la gravité Mg et de la poussée exercée par le sol N,
le mouvement de rotation sera engendré par la force de frottement F au point de contact.
Décrire le mouvement du disque.

M Solution :
Ecrivons les équations du mouvement :
Pour la translation du CM,

Mi=Mgsin@ —F et My=—MgcosO+N.
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6.5 Solide indéformable et conservation de I'énergie

Comme le corps reste en contact avec le plan, y = cte d’ou une accélération nulle selon
Oy, c’est-a-dire y = 0. La force de poussée du plan sur le disque N est donc égale a
Mgcos6.

La seule force qui exerce un moment autour du CM du disque est la force de frottement F'.
L’équation de la rotation s’écrit donc

lao =FR.

Il reste maintenant a établir une relation entre la rotation et le mouvement du CM. Cela va
venir de la condition de roulement sans glissement. En effet, si le disque ne glisse pas,
c’est que la vitesse du CM par rapport au plan incliné est égale a la vitesse du point de
contact par rapport au centre de masse, donc de la vitesse tangentielle du disque d’ou

v = R
a= oR
ol v et a sont la vitesse et 1’accélération du CM. Alors

loo  Ix

R R

et
. I
Ma = Mgsin6— ok

Cette derniere équation nous permet donc d’éliminer « et de trouver la quantité cherchée,

soit
Mgsinf
acy = ——p
M+ L
~ 2gsin®
N 3
avec I = MR pour un disque. ©
|\ J

6.5 Solide indéformable et conservation de I’énergie

........................... Figure 6.21 <»
Y h Cylindre partant du repos sur un plan incliné.

Connaissant les succes qu’on obtient en appliquant le principe de conservation de 1’én-
ergie, on peut avoir I’'idée de chercher comment on pourrait appliquer ce principe au mou-
vement du solide indéformable. Pour ce qui est de I’énergie cinétique, il n’y a pas trop de
probleémes ; il doit y avoir une énergie de translation du centre de masse (%M v2) et une
énergie de rotation (%1 a)z). De plus, il ne doit pas y avoir de forces dissipatrices qui agissent
sur le systéme.

Prenons un exemple, celui d’un cylindre qui roule sur un plan incliné (cf. figure 6.21).

En prenant le bas du plan incliné comme niveau zéro de I’énergie potentielle, on peut
écrire

1 1
Mgh = MV + 0. (6.51)
N~~~ 2 2

au repos, hauteur i
P roulant, hauteur /=0
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Comme le cylindre roule sans glisser, on a une relation entre la vitesse v du centre de masse
et la vitesse angulaire @ soit
v = 0R.

Alors, connaissant le moment d’inertie d’un cylindre (/.,; = %MRz),

! 2
M+ﬁ Vv

Mgh =

N = N =

on trouve aisément

MR? 4gh
p= | 2gh =] 252 (6.52)
MR? + Iy 3
c Figure 6.22 A

Distribution de la force en fonction du temps du-
rant une percussion.

Remarque 6.2

0 Roulement sans glissement
Comme on a roulement sans glissement, il y a une force de frottement statique entre le
cylindre et le plan incliné. Comme une force de frottement dissipe habituellement de

I’énergie, a-t-on le droit d’appliquer le principe de conservation de 1’énergie ? 0

Il est peut-&tre approprié a ce stade de distinguer deux types de forces de frottement celles
que nous appellerons la force de frottement statique et la force de frottement cinétique (la
méme distinction s’applique pour les coefficients de frottement). Le frottement cinétique
(ou avec glissement) qui dissipe de 1’énergie est celui que 1’on rencontre lorsque deux
surfaces glissent 1’une par rapport a 1’autre. Il suffit de se frotter les mains ensemble pour
ressentir la chaleur qui provient de la dissipation d’énergie. Par contre, c’est le frottement
statique (ou sans glissement) qui est en jeu lorsqu’un objet roule sur un plan incliné, par
exemple, les surfaces ne se déplacent pas latéralement 1’une par rapport a 1’autre. Au niveau
microscopique, lorsqu’il y a glissement, les aspérités des surfaces s’accrochent et se brisent,
d’ou un dégagement de chaleur. Dans le cas ot les surfaces ne glissent pas, et c’est justement
ce qui nous intéresse, les aspérités ne font que s’accrocher sans se briser, ce qui dissipe peu
ou pas d’énergie.

frottement cinétique
(ou avec glissement)
frottement statique

(ou sans glissement)

= dissipe de I’énergie

= conserve I’énergie

6.6 Percussion et rotation

Dans certains cas, les forces qui agissent sur un objet peuvent étre tres intenses mais
n’agir que pendant un temps trés court (cf. figure 6.22) ; on parle alors de choc. 11 suffit de
penser a la balle que frappe une raquette de tennis ou le baton de base-ball, par exemple.
Dans tous ces cas, il est opportun d’avoir recours a la deuxieéme loi de Newton sous forme
o M intégrale.

Ainsi, en multipliant I’équation du mouvement

P ! P =F (6.53)
T dt
- par dt et en intégrant entre les instants 7 et ¢, on a
Figure 6.23 a 1
Percussion AP =P, —Py= / F gy (6.54)
lo
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6.6 Percussion et rotation

Le membre de droite est appelé percussion, mot qui véhicule bien I’'idée de quelque chose de

court.
En rotation, on a I’équivalent avec I’équation
dL
— =7 6.55
T (6.55)
soit .
1
AL=L;—-Ly= / Tdt. (6.56)
fp

Le deuxieéme membre est appelé impulsion angulaire.
Imaginons un objet posé sur une surface sans frottement, cet objet ayant une masse M et ~ Figure 6.24 4
un rayon de giration k (cf. figure 6.23). On frappe cet objet & une distance d de son centre de Centre de percussion.

masse (point CM). Quel est le mouvement qui s’ensuit ?
D’apres ce que nous venons de voir, I’impulsion du centre de masse Mvcy, sera égale a la
percussion P, c’est-a-dire

AP = /th =Mvcy =P. (6.57)

De plus, I’'impulsion angulaire qui en résulte sera
AL = /dth =Pd=1I10=MKo (6.58)
ol k est le rayon de giration et @ le changement de vitesse angulaire. Si la quantité P est

connue, il sera donc possible de déterminer le mouvement de I’objet c’est-a-dire apres la
collision :

1. le centre de masse se déplace a la vitesse
P
vem = —
M=
2. 1’objet tourne avec une vitesse angulaire
Pd VCMd
0=—= .
Mk? k2

Posons donc un autre probleme : celui d’un objet comme le précédent mais avec un point
fixe O (pivot) (cf. figure 6.24). Physiquement, si on y pense un peu, on se doute que sil’on  gigyre 6.25 &
applique encore une fois un choc, a une distance d du point O, il y aura vraisemblablement  Systéme de deux masses ponctuelles m at-
une réaction sur ce pivot. Or, le probleme qui nous intéresse justement, c’est de savoir s’il ~ tachées aux extrémités d'une tige de masse nég-
existe une position pour le pivot pour laquelle il n’y aurait pas de réaction. C’est 1a, en fait, la gggsb;i;tedg IZQ%ZGS; ilkfsgﬁiggf d?rtmtplfsm:f-
question a laquelle font face les joueurs de base-ball ou de tennis ! L’endroit privilégié qui ne  ygmités 4 et B sont munies de coussinets.
fait pas vibrer le poignet.

SiI’on appelle P, la percussion appliquée (par 1’objet que 1’on frappe, par exemple), et
P’, la percussion appliquée par le pivot, en réaction, on a comme équations

AP = P+P' = Mvcy, (6.59)
la différence d’impulsion et
<l
AL = / (dF —hF')dt (6.60) 7/2-0
= dP—hP =Miw, (6.61) L,

la différence d’impulsion angulaire.

Petit probléme ! Nous avons trop d’inconnues pour le nombre d’équations (2) : @, P’ et
vewm - 11 faut cependant remarquer qu’il doit y avoir une relation entre @ et vey, en raison du  Figyre 6.26 4
pivot. En effet, I’objet doit tourner autour du pivot ce qui signifie Plan supérieur de la figure précédente.
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v = wh. (6.62)

On a donc tout ce qu’il faut pour trouver la valeur de P’ en fonction de P

P+P
P+P = Mvey=Moh — a):%
dP—hP = Mkzw:Mk2<P+P/>
Mh
ou
’:%R (6.63)

On voit que la valeur de P’ est complétement déterminer par P.ce qui nous fournit le moyen
de répondre a la question posée plus haut, c’est-a-dire a quel endroit la réaction sur le pivot
est nulle. De toute évidence, il faut que

P=0=dh—k*=0 (6.64)
Oou encore
k2
d=—. 6.65
h (6.65)

Le point qui est ainsi déterminé est appelé centre de percussion.

6.7 Relation entre moment cinétique et vitesse angulaire

Revenons maintenant sur la relation entre le moment cinétique et la vitesse angulaire.
Nous avons déja mentionné que ces deux quantités vectorielles ne sont pas nécessairement
9 paralleles et que
L=Io=) mrxv

et que dans ce cas le moment d’inertie n’est pas une quantité scalaire mais plutdt un tenseur

L,
cone Ymg+x3) - Ymox — L mxx3
1 1= —Ymux;  Ym(xd+x3) —Ymaox . (6.66)

— Y mxsx — Y mx3x; ):m(x% +x%)

Figure 6.27 a

Changement de moment cinétique en fonctiondu  La relation s’écrit alors

temps.
L Iy Iin s ()
L, | =\ by DLy b3 . (6.67)
L3 Ly In I 3

Examinons le mouvement du systeme simple illustré ci-dessous (cf. figure 6.25) et que
I’on peut décrire ainsi en se rapportant a un systeme d’axes fixé a I’objet ; cet objet consiste
en deux masses ponctuelles m attachées aux extrémités d’une tige de masse négligeable
de longueur 2/. Cette tige est fixée a un angle 6 par rapport a une tige verticale dont les
extrémités A et B sont maintenus en position par un roulement a billes permettant ainsi la
rotation dans I’axe vertical du systeme.

On suppose que ce systéme tourne avec une vitesse angulaire @ dirigée selon 1’axe Oz,
entrainant une rotation des masses autour de la tige AB. On se propose de calculer le moment
cinétique de ce systeme.

Ayant recours a la définition

L=mrxv (6.68)

nous avons pour la masse 1
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6.7 Relation entre moment cinétique et vitesse angulaire

L1 =mry; Xvy (669)

VI =0 XTI

(cf. figure 6.26) donc L; a pour grandeur

L] ml (Isin@) @

= ml*wsind.

Ce vecteur est dans le plan des deux tiges, a un angle 7 — 6 de I’axe Oz. Le méme A
calcul répété pour la masse m, nous donnerait un vecteur L, de méme grandeur et de méme A F
direction que L ce qui veut dire qu’au total, nous avons pour L , un vecteur de grandeur dL 9

L)
|L| = 2mi* @sin6 .
. . . S p L(t+dt
dans le plan yOz (le plan qui contient les deux tiges) et dont la direction forme un angle 5 — 6 Yy
avec I’axe Oz. Si nous prenons la composante de ce vecteur selon 1’axe Oz, nous avons
x
T
L, = |L|cos (E — 6)
—
= 2mPwsin®0 0| >
E LB
ou encore
L. =2m(Isinf)’w
Figure 6.28 a

ot la quantité 2m (Isinf)? est tout simplement le moment d’inertie autour de I’axe Oz et nous Variation du moment cinétique L et moments de
retombons sur un résultat déja rencontré précédemment. 11y a cependant quelque chose ici  force exercés sur la tige.
de nouveau. A premiere vue, le moment cinétique semble constant, mais ce n’est pas le cas.
En fait, il ne faut pas oublier que nous I’avons calculé dans un repere li€ a I’objet ; il ne faut
pas oublier que cet objet (la tige et les deux masses) tourne a la vitesse @ autour de Oz, ce
qui veut dire que le vecteur L varie dans le temps en direction et balaie un cone autour de cet
axe (cf. figure 6.27).
En conclusion, si on applique 1’équation

dL
— =7=rXxF 6.70
7 rx (6.70)

on en déduit qu’il faut exercer un moment de force sur ce systeme. C’est 13, en effet, le role
roulement a billes en A et B mentionnés au début. En effet, examinons quelle est la direction
du vecteur 7.

Comme 7 n’a pas de composante selon Oz (L, = cte), il est dans le plan xOy. Voyons
comment varie L. pendant un court intervalle d (cf. figure 6.28). Le vecteur dL. a comme
grandeur

|dL| (LcosB)do 6.71)

(LcosB)wdt (6.72)

et une direction perpendiculaire a L et @, ce qui signifie que les forces qui exercent le couple
7 sont les suivantes (toujours a cet instant) une force selon Ox au point A, une force de méme Figure 6.29 A
grandeur, mais en direction opposée, au point B. Section efficace d’une roue d'automobile: Une

Si on veut connaitre la grandeur de 7 , il suffit de remplacer L par sa valeur dans la  roue n'est pas « balancée » lorsque son moment
relation précédente, soit g?rztlgue L n’est pas paralléle a sa vitesse angu-

|dL| de
2 (Leosf) —
o (LcosB) o

= 2ml’®*sinOcosh.

= wlcosO
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6.8

Figure 6.30 A
Le gyroscope.
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Avant de passer a une application pratique de ce que nous venons de voir, il est important
de faire le constat suivant : Dans ce systeme, la relation entre L et @ n’est pas de nature
scalaire, ¢’ est-a-dire, comme nous 1’avons déja mentionné précédemment, le vecteur L n’est
pas, en général, paralléle a .

En fait, I’inertie s’exprime plutdt par un tenseur que par un scalaire. Par rapport a un
point donné, tout corps posseéde trois axes mutuellement perpendiculaires privilégiés : quand
la rotation d’un corps se fait autour de I’un de ces axes, alors L est parallele a @. On appelle
ces axes : axes principaux (par rapport a ce point). Dans tous les cas rencontrés avant ce
paragraphe, nous avions toujours affaire a des axes principaux : en effet, lorsqu’un corps a
une certaine symétrie, les axes de symétrie coincident sont des axes principaux. Ainsi, pour
un cylindre, par exemple, 1’axe de révolution est un axe de symétrie, donc un axe principal ;
deux autres axes mutuellement perpendiculaires, ainsi que 1’axe de révolution, viendront
compléter I’ensemble des axes principaux.

Dans le cas du systeme étudié depuis le début du paragraphe, les axes principaux seraient :
I’axe qui passe par la tige et les deux masses et deux axes perpendiculaires a cette tige. Ici,
ces derniers axes sont dits dégénérés puisqu’ils sont laissés entierement a notre choix. C’est
toujours le cas lorsqu’il y a symétrie de révolution.

s A

Exemple 6.6

@ Equilibrage des roues d’une automobile

L’ opération qui consiste a équilibrer les roues d’une automobile se fait en deux étapes,
dont la premiere est I’équilibrage statique. 11 s’agit de s’assurer que le centre de masse
du pneu coincide avec 1’axe de rotation. Si le pneu est placé sur un axe horizontal tres
sensible, il devrait rester immobile, quelle que soit sa position angulaire sur 1’axe ; s’il
tend a tourner pour se placer dans une position privilégiée, c’est que son centre de masse
est en dehors de I’axe, ce qu’on corrige en ajoutant une masse a 1’opposé.

On peut ensuite procéder a 1’équilibrage dynamique qui consiste, en fait, a corriger
la différence de parallélisme entre le moment cinétique de la roue et ’essieu (axe de
rotation) (cf. figure 6.29). Pour cette opération qui nécessite que 1’on fasse tourner la roue,
il s’agit de détecter s’il s’exerce un couple de force sur 1’axe pendant la rotation de la roue.
Si c’est le cas, c’est que L n’est pas parallele & w. On corrige la situation cette fois a I’aide
de deux masses de méme grandeur placées d’un c6té et de 1’autre de la roue mais dans
des positions diamétralement opposées. On arrive ainsi a faire de 1’axe de la roue, un axe
principal d’inertie. @

. J

Introduction au gyroscope

Un gyroscope est un dispositif pour mesurer ou maintenir 1’orientation, basé sur les
principes de la conservation du moment cinétique.Le premier gyroscope fut I’oeuvre de
Johann Bohnenberger en 1817, bien qu’a I’époque, il I’ait appelé simplement la « machine ».
Puis Laplace en recommanda I’'usage comme aide pédagogique. C’est ainsi que le gyroscope
fut porté a I’attention de Léon Foucault. En 1852, Foucault I’utilise dans une expérience
portant sur la rotation de la Terre. C’est a Foucault qu’on doit le nom de gyroscope, qui
le fabriqua pour une expérience visant a voir ( du grec skopeein) la rotation de la Terre
(gyros pour cercle ou rotation). L’expérience ne fut pas un succes a cause du frottement qu’il
n’arriva pas a controler et qui limitait chaque mesure a 8 a 10 min minutes, temps trop court
pour observer un déplacement significatif de 1’axe de rotation.

Il est bien entendu que nous ne ferons, ici, qu’effleurer le sujet étant connu que le
gyroscope peut faire I’objet de traités de plusieurs centimetres d’épaisseur.

Pour le physicien, le gyroscope (voir la figure 6.30) dans sa plus simple expression, est
un solide indéformable de symétrie axiale, en mouvement de rotation autour de cet axe et
libre de se déplacer angulairement dans n’importe laquelle direction autour de son centre de
masse.
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6.8 Introduction au gyroscope

Dans la pratique, le gyroscope est formé par un disque ou une roue (anneau) installé
dans une monture a cadran qui permet, justement, la liberté de mouvement dans toutes les
directions.

mg

Si le gyroscope est bien équilibré, c’est-a-dire si son centre de masse est exactement
au centre de la suspension, aucun moment de force ne s’exerce sur lui de telle sorte que
son moment cinétique doit demeurer constant. Ainsi, si on pointe 1’axe vers une étoile, par
exemple, il demeurera dans cette direction. Il ne faut cependant pas oublier que la Terre
tourne, ce qui signifie que par rapport a la Terre, son orientation paraitra changer au cours du
temps. On sait que le gyroscope est utilisé comme gyrocompas dans les systemes de guidage
par sa propriété de conserver sa position par rapport aux étoiles.

On peut se poser la question : Pourquoi utiliser un gyroscope puisqu’un solide indé-
formable installé dans la méme suspension, mais ne tournant pas, indiquerait toujours, lui
aussi, la méme direction ? Il suffit d’expérimenter un peu avec un gyroscope pour se rendre
compte que méme si on lui applique une petite perturbation, un petit choc, par exemple, sa
direction ne changera a peu pres pas. Il n’en serait pas de méme de notre solide non tournant
qui, lui, verrait son orientation changer indéfiniment, s’il n’y a pas de frottement dans la
suspension.

Gyroscope soumis a un moment de force constant

Supposons maintenant que I’on exerce un moment de force en attachant, par exemple,
une masse sur I’axe de rotation (cf. figure 6.31). Nous allons utiliser des axes choisis ainsi :
I’axe Oz selon I’axe de rotation et les axes Ox et Oy dans le plan du disque, I’axe Oy étant
opposé a la force qui s’exerce sur 1’axe, ¢’est-a-dire que

F, = —mge, (6.73)
ce qui donne un moment de force
T = rxF,
= mgle,.

En raison de 1’action de ce moment de force pendant un intervalle de temps Az , le
moment cinétique L. du gyroscope va subir un changement

AL = TAf = mglAte, (6.74)

et si I’on examine la figure 6.32, on voit que 1’on peut aussi écrire que

AL = |L| Age, (6.75)

oll A@ est un angle de rotation autour de 1’axe parallele 2 Oy. Comme |L| =/® , on a en
combinant les équations (6.74) et (6.75)

Ap 1 |AL

At |L|| A

_ T _msl (6.76)
o o '
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Figure 6.31 <>
Exemple de gyroscope simple.

Figure 6.32 A
Variation du moment cinétique causé par le mo-
ment de force.

nutation

-~ _'
n
précession
4

Figure 6.33 a
Mouvement de précession et de nutation du gyro-
scope simple.
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et cette quantité, une vitesse angulaire selon I’axe Oy, que nous appellerons €, est la
précession (lente) du gyroscope. Il existe aussi une précession dite rapide, mais c’est
habituellement la précession lente qui est observée.

A ce mouvement de précession peut se superposer une oscillation de 1’axe du gyroscope.
C’est ce qu’on appelle la nutation (cf. figure 6.33).

Si on combine le mouvement de précession a celui de la nutation, il est possible d’ observer
trois situations représentées a 1’aide de figures simples (cf. figure 6.34). La sphere correspond
a toutes les positions que peut occuper la pointe du gyroscope alors que la trajectoire de la
pointe est illustrée par les courbes . On a alors les trois spheres de la figure 6.34 suivant
que la nutation est lente (aucun recul, aucun arrét), rapide (mouvement de recul) et optimale
(arrét) par rapport a la précession respectivement.

B Figure 6.34 <»
Mouvement du gyroscope en nutation.

Références 6.1

0 Le gyroscope en action :

Roue de bicyclette : http ://www.youtube.com/watch 7v=8H98BgRzpOM &feature=re-
lated

Gyroscope : http ://www.youtube.com/watch ?v=cquvA_IpEsA&feature=related

6.8.2 Précession des équinoxes
En raison du fait que la Terre n’est pas sphérique et que de plus elle est penchée sur son
orbite, la force exercée par le Soleil et aussi par la Lune, mais a un degré moindre, n’a pas
la méme grandeur sur la portion du renflement proche du Soleil que sur la portion éloignée,
la distance de chaque portion au Soleil n’étant pas la méme. Ceci crée un moment de force
sur la Terre et entraine un mouvement de précession nommé précession des équinoxes. Sa
période est d’environ 26 000 années.
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6.9 Exercices

6.9.1 Dynamique des solides indéformables

6.1 Deux disques cylindriques
Deux disques cylindriques sont en rotation autour d’un méme axe, a des vitesses
angulaires @; et @, initialement différentes (cf. figure 6.35). On suppose que les
extrémités des axes reposent sur des coussinets sans friction. On amene les deux disques
en contact jusqu’a ce qu’éventuellement, ils atteignent la méme vitesse angulaire ®.
Vous devrez considérer les deux cas possibles selon que la rotation initiale des disques
est dans le méme sens ou dans le sens opposé.

Wy

Figure 6.35 <»
v f

Schéma de la situation décrite au probleme 6.1
\ \ A—O
(a) En supposant qu’aucun torque externe ne soit appliqué, déterminez la valeur de
la vitesse angulaire commune ®.
(b) Quelle fraction de I’énergie cinétique initiale de rotation a été perdue durant cette
opération ?
6.2 Un yo-yo
Un yo-yo est fait de deux disques uniformes de masse M et rayon R (cf. figure 6.36).
Ces disques sont joints par un disque plus petit de rayon r mais de masse négligeable
. On suppose que tous les disques sont concentriques. Une des extrémités d’un bout
de ficelle est enroulée autour du petit disque central alors que 1’autre extrémité est
attachée a un doigt. Si le yo-yo est relaché, quelle sera son accélération linéaire ? On

suppose que la ficelle se déroule sans glisser et que sa masse ainsi que son épaisseur
sont négligeables.

Figure 6.36 <»
Schéma de la situation décrite au probleme 6.2

=)

6.3 Roulement a billes
Une petite bille de rayon r part au repos du sommet d’une grande sphere fixe de rayon a
et roule le long de la surface sans glisser (cf. figure 6.37). Déterminez la valeur critique
de I’angle ¢ ou la bille quittera la surface. On considere 1’accélération due a la gravité
constante et de grandeur g.

Figure 6.37 <»
Schéma de la situation décrite au probleme 6.3

6.4 Moment d’inertie d’un cone
Soit un cone de rayon R a la base, de hauteur H, de densité uniforme et de masse M
(faire les calculs suivants en détail).

= 44 4 A ~n > p> 1 153
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Figure 6.38 «»

Figure 6.39 <»
Schéma de la situation décrite au probleme 6.6

Figure 6.40 <»
Schéma de la situation décrite au probleme 6.7

Figure 6.41 <»
Schéma de la situation décrite au probleme 6.8

154

<A 4 AN N D Db

i

6. Dynamique des solides indéformables

(a) A quelle hauteur de la base se trouve le centre de masse ?
(b) Quel est le moment d’inertie de ce cdne par rapport a son axe de symétrie ?
6.5 Roue en rotation
Une roue de masse M, rayon de giration k est en rotation autour d’un axe horizontal
fixe de rayon a (cf. figure 6.38). Le contact entre la roue et la tige est assuré par un
coussinet caractérisé par un coefficient de frottement (1. Si la vitesse angulaire initiale
de la roue est wy, combien de tours la roue effectuera-t-elle avant de s’arréter ?

[— coussinet
l 2a

( ( 0

tige fixe ]

6.6 Probleme pour un camionneur
Un lourd tuyau de béton de masse M et de rayon R repose transversalement sur la
plate-forme d’un camion, arrété a un feu de circulation (cf. figure 6.39). Un petit
malin en profite pour enlever les cales qui devaient empécher le cylindre de rouler. Le
chauffeur démarre avec une accélération a. Quelle est I’accélération par rapport au
camion ?

F

6.7 Percussion

Une tige de longueur L et de masse M est suspendue par un pivot sans friction en un
point A (cf. figure 6.40). Un projectile de masse m et de vitesse v frappe la tige a une
distance a du pivot. Le projectile s’arréte dans la tige.

(a) Quel est le moment cinétique du systeéme autour du point A juste avant et apres

la collision du projectile avec la tige ?

(b) Déterminez I’'impulsion du systéme juste avant et juste apres la collision.

6.8 Un deuxiéme yo-yo

v

Un yo-yo est posé sur le sol. Il a une masse de 2kg, un rayon intérieur R, = 0.03m
et un rayon extérieur Ry = 0.05m (cf. figure 6.41). Le rayon de giration autour de



6.9 Exercices

I’axe central est de 0.04 m. Une force constante de 5N est appliquée a I’aide d’un fil de
masse négligeable enroulé autour du cylindre intérieur.

(a) Sile yo-yo roule sans glisser, calculez I’accélération du centre de masse.

(b) Quel doit étre le coefficient de frottement statique minimum nécessaire ?

6.9 Roue de bicyclette

Une roue de bicyclette de masse 2M et de rayon R est libre de tourner autour d’un
essieu vertical fixe sans frottement en P (cf. figure 6.42). La vitesse angulaire de la
roue est @,. Une balle de mastic de masse M est lancée horizontalement vers la roue
avec la vitesse v et passerait normalement a une distance R/2 du point P (on ignore
la force de gravité dans ce probleme). La balle rencontre cependant la roue et y reste
collée (collision parfaitement inélastique).

Wy

orr AV
oy

(a) Calculez la nouvelle vitesse angulaire  de la roue. La masse des rayons est tout
a fait négligeable et la roue peut €tre considérée comme un anneau mince.

(b) Que devient la vitesse de la roue, si par la suite, la boule décolle de la roue ?

6.10 Rayon de giration
Quel est le rayon de giration d’un disque par rapport a un axe tangent a sa circonférence
et dans le plan du disque.

6.11 Ruban suspendu
Un ruban suspendu au plafond est enroulé autour d’un disque de rayon R et de masse
M. On relache le disque a partir du repos. Quelle sera 1’accélération de son centre de
masse ? On suppose que le ruban est tres mince et de masse négligeable.

6.12 Moment d’inertie et rayon de giration
On fixe successivement une sphere (rayon = R, masse = M) une tige mince (longueur
= [, masse = m) puis une coquille mince (rayon = %, masse = . ) sur un pivot situé
au sol. Déterminez le moment d’inertie et le rayon de giration de 1’ensemble par rapport
au pivot. Pour simplifier, posez m = M /4,1 = 4R, # =M, % =R

6.13 Le cycliste
Un cycliste roule a vitesse v sur une piste circulaire de rayon R et qui posseéde un
coefficient de friction p;. Le cycliste de masse M et son vélo de masse m font un angle
6 avec la verticale.

(a) Quelest I’angle 6 en fonction de la vitesse ?

(b) Toujours en travaillant dans le repere pour lequel le cycliste est immobile, déter-
miner la vitesse critique v, que le cycliste ne doit pas dépasser pour ne pas
tomber ?

(c) Le cycliste roule ensuite sur une piste circulaire inclinée d’un angle ¢ par rapport
avec I’horizon. Le vélo reste perpendiculaire 4 le surface de la piste. Quel doit
étre ¢ pour que le cycliste ne tombe pas et demeure perpendiculaire a la surface ?

6.14 Energie cinétique de rotation
Une sphere et un cylindre plein de masse M et de rayon R partent du repos et roulent
sans glisser le long d’un plan incliné de hauteur /.

(a) Déterminez leur énergie cinétique ( en fonction de la vitesse v en bas) et leur
vitesse v (en fonction de g et /) lorsqu’ils arrivent en bas. Comment expliquer la
différence ?

(b) Faites le méme calcul en supposant que les deux objets glissent le long du plan
au lieu de rouler. Comment justifier cette nouvelle différence de vitesse ?

6.15 Projectile et collision
Un bloc au repos de masse M est suspendu au bout d’une ficelle de longueur /. Une
balle de masse m, arrivant de la gauche a la vitesse v, frappe le bloc et le fait tourner

Chapitre 6

Figure 6.42 <»
Schéma de la situation décrite au probleme 6.9
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Figure 6.43 <»
Schéma de la situation décrite au probleme 6.17

Figure 6.44 <»
Schéma de la situation décrite au probleme 6.18

Figure 6.45 <»
Schéma de la situation décrite au probleme 6.19
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autour le I’axe soutenant le ficelle. La balle continue sa route mais a une vitesse v/2.

(a) Déterminez la vitesse tangentielle vy, et I’énergie de rotation 7;o; du bloc apres
I’impact.

(b) Déterminer la vitesse minimum vp,;, que la balle doit posséder pour permettre un
tour complet a la masse M.

6.16 Sphere et plans inclinés
Une sphere creuse de masse m et de rayon R part au repos sur un premier plan incliné
a une altitude /;. La sphere roule sans glissement jusqu’a un second plan incliné
débutant a une hauteur /; , possédant une surface lisse sans frottement et faisant un
angle 6, = /4 avec I’horizon.

(a) Quelles sont les vitesses angulaires ®) > et linéaires v|» a la sortie des deux
plans ?

(b) Apres le second plan se trouve une falaise de profondeur /3. La boule tombe
dans le vide avant de toucher le sol sans perte d’énergie et de continuer a rouler
sans glissement. A quelle distance horizontale x3 la sphere touche-t-elle le sol ?

(c) Quelles sont alors ses vitesses angulaire s et linéaire vz ?

6.17 Moment d’inertie
Trouvez le moment d’inertie de la figure 6.43.

0.5 kg 0.5 kg 0.5 kg

. [ ’ [ ' [ ’
10 cm 12 em 20 cm

6.18 Moment d’inertie
Trouvez le moment d’inertie de la figure 6.44 pour un axe :

(a) passant par le centre de la figure.
(b) passant sur une tige (point P)
6.19 Moment d’inertie
Deux masses tournent autour d’une tige légere (cf. figure 6.45). Trouvez le moment
d’inertie autour du pivot.

——)
ml mg

6.20 Roulement sans glissement
On lance une boule sur un plan, et on remarque qu’elle glisse sans rouler. Prouver
qu’elle roulera sans glisser lorsque sa vitesse atteindra % de sa vitesse initiale.

6.21 Un homme sur un disque
Un immense disque ayant un moment d’inertie de 1200kg - m? fait un tour en 10s. Un
homme pesant 80kg qui était initialement au centre décide de s’en éloigner de 2 m.
Quelle est la nouvelle vitesse du disque ?

6.22 Le ralentissement
Expliquez pourquoi une sphere qui roule sans glisser sur un plan décélere. (le frottement
de I’air est négligeable)
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6.23 Un petit train électrique
Un petit train électrique est posé sur le bord d’une plate-forme circulaire de rayon
r et de masse m. La plate-forme peut tourner autour d’un axe central vertical sans
frottement. Quelle doit étre la masse du train pour qu’il reste fixe par rapport au sol peu
importe sa vitesse ?

6.24 Un enfant sur une table tournante
Un enfant se tient sur une table tournante (la masse de la table est de 15kg), tenant dans
ses mains une roue (/ = 0.22kg - m?) qui tourne a 200 tours par minute dans un axe
vertical. Trouvez la masse de I’enfant en sachant que lorsqu’il change 1’orientation de
la roue de 1’axe vertical a un axe horizontal, il se met a tourner avec la table a 20 tours
par minute. (considérez 1’enfant et la table tournante comme un tout représenté par un
cylindre uniforme de 30 cm de diametre).

6.25 Migration
Si toute la population mondiale décidait d’aller vivre dans le Grand Nord, est-ce que la
durée du jour serait affectée. Si oui, de quelle maniere ?

6.26 Affaissement du Soleil
Si pour une raison inconnue, le Soleil manquait de carburant et se contractait pour
devenir une naine blanche d’environs de la dimension de la Terre, quelle serait sa
nouvelle période de rotation ? (la période de rotation actuelle du soleil est de 25 jours.)

6.27 Une tige mince
Une tige mince de masse m et de longueur / repose sur une table lisse. On frappe la tige
a I’une de ses extrémités avec une impulsion p perpendiculairement a la longueur de
celle-ci. Lorsque la tige a tourné une fois bout pour bout, de quelle distance son centre
s’est-il éloigné de sa position initiale ?

6.28 Méme tige mince trouée
On perce un trou dans le centre de la tige du probleme précédent pour laisser passer une
longue vis (cf. figure 6.46). La vis a un pas P (le pas est la distance longitudinale que
parcours la vis lorsqu’on lui fait faire un tour). La tige trouée a un moment d’inertie /,
et sa masse reste a peu pres la méme. Siil n’y a pas de friction entre la tige et la vis,
trouvez I’accélération verticale de la tige.

6.29 Balle sur une pente
On laisse rouler une balle d’une pente (cf. figure 6.47). On remarque qu’elle roule sans
glisser. Trouvez sa vitesse finale.

u r = rayon

6.30 Une particule o
Une particule o (noyau d’hélium) de masse m, s’approche d’un noyau fixe avec une
vitesse u en suivant une courbe qui s’écarte initialement d’une distance b de la droite
qui menerait a une collision frontale (cf. figure 6.48). La force présente est une force
centrale (c’est-a-dire elle agit sur la droite qui joint la particule au noyau). L’énergie
potentielle est de type U(r) = C/r, ou C est une constante.

Chapitre 6

Figure 6.46 <»
Schéma de la situation décrite au probléme 6.28

Figure 6.47 <»
Schéma de la situation décrite au probléme 6.29
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Figure 6.48 <» Uy
Schéma de la situation décrite au probléme 6.30 G

r

min

u noyau
(a) Le moment cinétique est-il conservé ?
(b) Quelle est la distance d’approche la plus courte (7,i,) ?
6.31 Moment d’inertie
Trouvez le moment d’inertie d’un disque pesant 2kg et ayant un rayon de 30 cm, mais
dans lequel on a percé un trou de 10cm de rayon dont le centre est a 15cm du centre
du disque.
6.32 Un enfant sur un carrousel
Un enfant tout excité a la vue d’un petit carrousel décide de sauter dessus. L’enfant
pese 40kg, le carrousel en pese 80. On peut considérer ce dernier comme un cercle de
2m de rayon et tournant a 2rad/s.
(a) Sil’enfant atterrit sur le bord du carrousel,4 quelle vitesse tournera-t-il ?
(b) Que pourrait faire I’enfant pour que le carrousel tourne plus vite sans débarquer ?
6.33 Un disque de rayon R
Un disque de rayon R et d’épaisseur / a une densité qui varie selon le rayon. La relation
donnant la densité a une distance r du centre est : p = por/R
(a) Quelle est la masse totale du disque ?
(b) Calculer le moment d’inertie du disque.
6.34 Jeu de ballon
Vous avez peut-étre déja vu un jeu ou deux adversaires se placent face a face de chaque
coté d’un poteau sur lequel un ballon pend attaché au bout d’une corde. Le but de ce
jeu est d’enrouler le ballon autour du poteau vers sa droite. Considérons le cas ol un
des deux adversaires profite de la distraction de 1’autre pour frapper le ballon et lui fait
faire 5 tours consécutifs. Trouvez la vitesse angulaire du ballon apres le cinquieme tour.
La longueur initiale de la corde est /, le rayon du poteau est a (a < ), on considere que
le ballon a une vitesse initiale vy et qu’il tourne dans le plan horizontal uniquement.
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A1 Notations

Dans cet ouvrage, un certain nombre de conventions ont été adoptées pour faciliter la
lecture. Les vecteurs a trois dimensions sont notés par des caractéres gras

x,r,v,F, ..

En relativité restreinte, par exemple, on utilise la notation quadrivectorielle ol les quadrivecteurs
sont dénotés par a, b, ... Ils s’expriment aussi en fonction de leurs composantes contravariantes

at = (d’,a',a*,a’) = (d’,a)

ou de leurs composantes covariantes

0 —a).

ay = (ao,ar,az,a3) = (a
ol un indice grec prend les valeurs 0, 1,2,3 alors qu’un indice latin prend les valeurs 1,2, 3.
De plus, il est souvent utile de simplifier les équations différentielles en écrivant les dérivées

d

d
= =
d ou a“_c)xﬂ .

=7 (A.1)

A.2 Unités SI

Les lettres SI désignent le Systeme International d’unités. Il s’agit d’un systeme d’unités
cohérentes approuvé internationalement qui est en usage dans plusieurs pays et utilisé de
facon systématique pour les ouvrages scientifiques et techniques. Le systeme SI, basé sur les
unités MKS, remplace les systemes CGS et f.p.s. (Systeme Impérial). On peut diviser les
unités SI en trois groupes: le unités de base, supplémentaires et dérivées. Il y a sept unités de
base qui sont dimensionnellement indépendantes.
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A. Notations, unités et constantesde physique

Unités de base SI
Quantité Physique Nom Symbole

Longueur metre m
Masse kilogramme kg
Temps seconde s
Courant électrique ampere A
Température kelvin K
Quantité de matiére  mole mol
Intensité lumineuse  candela cd

Unités supplémentaires SI
Quantité Physique  Nom Symbole

Angle plan radian rad
Angle solide stéradian  sr

Unités dérivées SI

Quantité Physique Nom Symbole  Unités SI
Fréquence hertz Hz S
Energie joule J Nm
Force newton N kgms 2
Puissance watt Y Jg=1
Pression pascal Pa Nm—2
Charge électrique coulomb C As
Différence de potentiel électrique  volt v WAl
Résistance électrique ohm Q VA~
Conductance électrique siemens S AV-1
Capacité électrique farad F cv-!
Flux magnétique weber Wb Vs
Inductance henry H WbA~!
Induction magnétique tesla T Wbm~2
Flux lumineux lumen Im cdsr
[llumination lux Ix Imm—2
Activité bequerel Bq S
Dose absorbée gray Gy Jkg™!
Dose équivalente sievert Sv Jkg™!

Les unités SI sont étendues grice a des préfixes qui désignent les multiples ou fractions
décimales des unités.

Préfixes utilisés avec unités SI

Facteur Préfixe Symbole Facteur Symbole
10 déca- da 107! déci- d

10? hecto- h 1072 centi- ¢

103 kilo- k 1073 milli- m

106 méga- M 1076 micro- u

10° giga- G 107° nano- n

10'2 tera- T 10712 pico- P

105 peta- P 10-1 femto- f

10'8 exa- E 10°18 atto- a

A.3 Facteurs de conversion
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Pour convertir de

Multiplier par

Activité curie (Ci) becquerel (Bq) 3.7 x10"BqCi!
Aire acre m?2 4046.873 m% acre~ !

B.T.U. (Btu) joule (J) 1055.056J Btu~!
Energie kilocalorie (kcal) ioule (@) 4186 kcal !

erg (erg) joule (J) 1.0x 10 7 Jerg™!

électron volt (eV) joule (1) 1.60219 x 10~ 19 Jev-!
Force d.yne (dyn) newton (N) .00001 Ndyn~!

livre (1bf) newton (N) 4.44822 N 1bf~!
Luminosité pied chandelle (fc) lux (1x) 10.76391 Ixfc~!

phot (phot) lux (Ix) 10000.01x phot ™!

angstrom (A) metre (m) 1.0x 10 OmA-T

pied (ft) metre (m) 3048 mft™ 11

ouce (in) metre (m) .0254min—

Longueur mile (mi) métre (m) 1609.344mmi~!

année-lumiere (al) metre (m) 9.461 x 1015 mal~!

mégaparsec (Mpc) metre (m) 3.086 x 102 mMpc !
Flux magnétique maxwell (Mx) weber (Wb) 1.0x 108 WbMx !
Champ magnétique gauss (G) tesla (T) 1.0x10°*TG T

Pour convertir de

Multiplier par

M uw.m.a. (u) kilogramme (kg) 1.66054 x 10~>"kgu~!
wm.a. (u) MeV (MeV) 931.4868 MeVu~!
degré (°) radian (rad) 1.745329 x 10~%rad/°
Angle plan minute (’) radian (rad) 2.908882 x 10~4 rad//
seconde () radian (rad) 4.848137 x 10~%rad/"
Puissance horsepower (hp) watt (W) 745.69987 Whp*1
atmosphere (atm) pascal (Pa) 101325Paatm ™!
Pression bar (bar) pascal (Pa) 1.0 x 10° Pabar !
torr (torr) pascal (Pa) 133.322Patorr—!
Celsius (°C) kelvin (K) Tk =Tc+273.15
Température Fahrenheit (°F) Celsius (°C) Tr=(Tc—32)/1.8
Fahrenheit (°F) kelvin (K) Tx = (Tp+459.67) /1.8
an (a) seconde (s) 3.153600 x 107 sa~!
jour (j) seconde (s) 86400s j*1
A {wure (h) seconde (s) 3600sh~!
minute (min) seconde ('s) 60smin~!
gallon US (gal) m’ 3785412 x 107 m> gal~!
Volume litre (1) m? 1.0x 103 m3 17!
pinte (pint) m? 9.463529 x 10~*m?> pint~!

A.4 Unités natu

relles

Les unités naturelles (SUN) sont définies de fagon a ce que les constantes fondamentales
que sont la constante de Planck et la vitesse de la lumiere soient

h =1

c = 1.

Elles sont utiles dans les systemes physiques relativistes et/ou qui impliquent des effets
quantiques mesurables.
Une quantité dans les unités SI (systéme international) posséde des dimensions

[EPLIT g
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A. Notations, unités et constantesde physique

ol E, L et T représentent les unités d’énergie (en joules), longueur (en metres) et temps
(en secondes) respectivement, soit de unités de J” m?s” dans le systeme SI. Dans le SUN,
cette méme quantité s’exprime en unités d’énergie a la puissance p — g — r, soit EX~97",
c’est-a-dire qu’elle a les unités J”~77" ou encore MeV/ 77",

La conversion du ST au SUN procede comme suit :

LN\ (T\ EPLIT'
EP( = - _ | ==
hc n) g cIhItr | g
= [EPLIT']g- (6.24 x 10" MeVI1)?
SI
(5.1x10”MeV 'm 1) 7. (1.52x 10*' MeV 57"

[EquTr]SUN

ol les quantités dans les crochets [A]qy et [A]g; sont respectivement en unités SUN et SL.

SI SUN

Quantité P q r n=p—q-—r
Action 1 2 -1 0
Vitesse 0 1 -1 0
Masse 1 0 0 1
Longueur 0 1 0 -1
Temps 0 0 1 -1
Impulsion 1 -1 1
Energie 1 2 -2 1
Const. structure fine o, 0 0 0 0
Const. de Fermi 1 5 =2 —2

A.5 Unités de Lorentz-Heaviside

Dans les unités SI, la charge électrique est exprimée en Coulombs, unité distincte qui
est additionnelle aux unités «mécaniques» (masse, longueur, temps), bien que la définition
traditionnelle de I’ampere se réfere a certaines de ces autres unités. Dans les systémes
unitaires naturels, cependant, la charge électrique a des unités de

[E)'2 1P (1!

Il existe deux systemes d’unité naturels principaux pour I’électromagnétisme:
* Unités de Lorentz-Heaviside (classées comme systeme rationalisé d’unités d’électromag-
nétisme).
* Gaussiennes (classées comme systeme non rationalisé d’unités d’électromagnétisme).
Parmi celles-ci, Lorentz-Heaviside est un peu plus commune, principalement parce que
les équations de Maxwell sont plus simples dans les unités de Lorentz-Heaviside qu’elles ne
le sont dans les unités gaussiennes.
Dans les deux systémes unitaires, la charge élémentaire e satisfait:

e = \/4mlemhc (Lorentz-Heaviside),
e = +\/Oemhc (Gaussien)

ol 7 est la constante de Planck réduite, c est la vitesse de la lumiere, et la quantité adimen-

sionnelle
1

Oep = —————
M 137.0360
est la constante de structure fine.

Dans un systéme unitaire naturel ou ¢ = 1, les unités de Lorentz-Heaviside peuvent
facilement étre dérivées des unités SI en posant &y = g = 1.
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A.6 Constantes fondamentales de physique

A.6

Constantes fondamentales de physique

Les tableaux suivants regroupent par domaine les principales constantes fondamentales

utilisées en physique.

Constantes universelles

Quantité

Symbole

Vitesse de la lumiere (vide)
Perméabilité du vide
Permittivité du vide (1/poc?)
Constante gravitationnelle
Constante de Planck

en électron volts

h/2m

en électron volts

Masse de Planck ((7ic/G) 2)
Longueur de Planck ((hG/ 03)15)
Temps de Planck ((AG/c>) 7)

mp
Ip
tp

2.99792458 x 108 ms™~!
1.25664 x 107N A2
8.854187817 x 10~ 12Fm~!
6.67384 x 10~ m3kg—1s—2
6.62606957 x 1073475
4.135669 x 10~ 15eVs
1.05457266 x 10734 J s
6.58211928 x 10~ 10¢Vs
2.17671 x 10~ 3 kg

1.61605 x 10~ m

5.39056 x 10445

Constantes électromagnétiques

Quantité

Symbole

Valeur

1.602176565 x 10~1°C

Charge de I’électron

Rapport e sur &

Quantum de flux magnétique (1/2¢)
Ratio fréquence-voltage Josephson
Conductance Hall quantique
Résistance Hall quantique (toc/20em)
Magnéton de Bohr

en électron volts

Magnéton nucléaire (1 nm)

en électron volts

e/h
D
2e/h
e*/h

UB

Un

2.41798836 x 1014 AJ~!
2.06783461 x 10~ 13 Wb
4.8359767 x 1014 Hz V!
3.87404614 x 107> S
25812.8056

9.2740154 x 10~24JT!
5.78838263 x 10 eV T !
5.0507866 x 10~27JT~!
3.15245166 x 10~ 8eV T~ !

Constantes atomiques

Quantité Symbole Valeur
Structure fine (¢?/(4mey hic)) Olem 7.29735256 x 10>
foy 137.035999
Constante de Rydberg R-. 1.0973731534 x 10" m~!
en hertz 3.2898419499 x 1015 Hz
en joules 2.1798741 x 10~ 18]
en €électron volts 13.6056981eV
Rayon de Bohr (Qem /47R.) ao 0.529177249 x 10~ 10m
Energie de Hartree Ej, 4.3597482 x 107187
en €lectron volts 27.2113961eV
Quantum de circulation h/2m, 3.63694807 x 10~*m?s~!
h/m, 7.27389614 x 10~4m?s~!

Constantes astronomiques

Quantité Symbole Valeur

Masse du Soleil M 1.98843 x 1030kg
Rayon du Soleil Ro 6.9599 x 108 m
Masse de la Terre Mg 5.97223 x 10**kg
Rayon de la Terre (équateur) Ra 6.378164 x 10°m

Rayon de la Terre (pdle)

Masse de la Lune

Rayon de I’ orbite lunaire
Pression atmosphérique standard

6.356 x 10°m
7.349 x 10%2 kg
3.844 x 108 m
101325Pa
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A. Notations, unités et constantesde physique

A.7 Systémes de coordonnées

A.7.1 Coordonnées cartésiennes

Figure A.1 <»
Systéeme de coordonnées cartésiennes.

Y=y

Les vecteurs unitaires d’un systéme de coordonnées cartésiennes ey, ey, e, ont les pro-
priétés suivantes

e xe = ¢
e, xe, = e (A2)
e xe = e

Un vecteur A dans ce systeme de coordonnées s’exprime souvent sous la forme de ses
composantes A = (A,,A,,A;) ce qui représente la somme vectorielle

A=eA+eA, +eA,. (A3)

La métrique g;; détermine comment les éléments de distance sont calculés dans cette base

dP =Y gijdx'dx! = (dx)*+ (dy)* + (dz)* (A.4)
iJ
ol
1 0 0
0 0 1
Les éléments de longueur, dl = (dx,dy,dz), de surface, (ds,dsy,ds.), et de volume, dv, sont
respectivement
dl = ecdx+eydy +e.dz (A.6)
dsy = dydz
dsy, = dxdz (A7)
ds, = dxdy
dv = dxdydz. (A.B)

Remarque A.1

0 Dans la littérature, les vecteurs unitaires ey, e,,e; s’écrivent aussi souvent sous les
formes variées
i,jjk ou XyZ ou X§,Z ou &,¢,¢e,.
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A.7 Systémes de coordonnées

Opérateurs différentiels:
Posons des fonctions scalaires et vectorielles

U = Ulxyz)
A = A +Ae +Ace;
A = Ac(xy2)
Ay = A)’ (x,y,z)
A, = A (x,y,z)
Gradient:
U U U
VU=t gyt o
Laplacien:
U J2*U U
AU=V?U =
dx? o dy? 072
Divergence:
A, .
V~A:8Ax JdA, JA;
dx dy 0z
Rotationel:

Dol (P AN, (A OAN (94 on
“\dy 9z & oz ox )% dx  dy €z

Coordonnées cylindriques

A.7.2

cylindre -
P =P

plan
:E » =9,

Les vecteurs unitaires d’un systéme de coordonnées cylindriques e, , €4, €, ont les pro-
priétés suivantes

epxey = €
ey xe = € (A9)
€, Xep = €.

Figure A.2 <»
Systeme de coordonnées cylindriques
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Un vecteur A dans ce systeme de coordonnées s’exprime souvent sous la forme de ses
composantes A = (Ap Ag ,AZ) ce qui représente la somme vectorielle

A =epAp+epAy t+eA,. (A.10)

La métrique g;; détermine comment les €léments de distance sont calculés dans cette base

dP =Y gijdx'dx! = (dp)* + p*(d$)* + (dz)? (A.11)
ij
ou
1 0 O
0 0 1

Les éléments de longueur, dl = (dp, rd¢,dz), de surface, (dsp,dsg,ds) , et de volume, dv,
sont respectivement

dl = e,dp +eyrdd + e.dz (A.13)
dsy — dp: (A14)
ds; = pdpd¢

dv = pdpdodz. (A.15)

Les relations de transformations de coordonnées cylindriques a coordonnées cartésiennes
sont les suivantes:

X = pcoso
y = psing (A.16)
z = 2z

et inversement

po= Vr+y

o = arctanX (A.17)
X
z = Z.

Opérateurs différentiels:
Posons des fonctions scalaires et vectorielles

U = U(p,9,2)

A = Apep +A¢e¢ +Azez
Ay = Aycos¢ +Aysing
Ay = —Aysing +Aycos¢
Gradient:
VU*a—Ue +la—ue +8—Ue
T op P T pag P 9z
Laplacien:

RN AN
“pap\Pop) Tp2ag2 T a2



A7 Systemes decoordornées

Divergence:

19 104y  9A,
VA=~ (pAy)+ 20 %
pap(p ”>+p 30 o

Rotationel:
(1 dA, 8A¢ BAp dA, 0 8Ap

A.7.3 Coordonnées sphériques

Figure A.3 <»
Systéme de coordonnées sphériques

Les vecteurs unitaires d’un systeme de coordonnées sphériques e, eq, €4 ont les propriét€s

suivantes
€ Xeg = €
egXey = e (A.18)
ey Xe = eg.

Un vecteur A dans ce systeme de coordonnées s’exprime souvent sous la forme de ses
composantes A = (Ar,Ae,Ad,) ce qui représente la somme vectorielle

A =¢eA +egAg+ e¢A¢,. (A.19)

La métrique g;; détermine comment les éléments de distance sont calculés dans cette base

dP =Y gijdx'dx = (dr)’ +17(d6) + r’sin6(d9)* (A.20)
i,j
ou
1 0 0
0 0 r2sin?6

Les éléments de longueur, dl = (dr,rd0,rsinfd¢), de surface, (ds,, dse,ds¢) , et de volume,
dv, sont respectivement

dl = e,dr+eqrdf +eyrsinfd ¢ (A.22)
ds, = r*sin0d@d¢
dsg = rsinOdrd¢ (A.23)
dsy = rdrd0
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dv = r’sin@drd0d¢.

Les relations de transformations de coordonnées sphériques a coordonnées cartésiennes sont

les suivantes:

x = rsinfBcos¢

rsin@sing

= rcosH

et inversement

ro= Vx2yr+2?

2 2
VXxe+
0 = arctaniy
z
¢ = arctan?.
X

Opérateurs différentiels:

Posons des fonctions scalaires et vectorielles

U = U(r6,9)
A = Ae +Ageg+Apey
A, = Apsinf+A.cosO
Ag = Apcosh —A;sinf
Ay = —Asing +Aycos¢
Gradient:
VU—a—Ue +18—Ue +71 8—Ue
T or a0 % (1sind) 9¢ ¢
Laplacien:
AU—E()—Z(}"ZU)—}— ! i sineg—U +¥827U
Cror? (r2sinf) 00 26 (r2sin20) 992
Divergence:
1 90? 1 9 1 0A
VA=-—( ~Z_(sinBA %
r o2 A+ ey a8 (M04e) + e s
Rotationel:
1 0Ayg
VxA = sinfA
8 (rsin@) (ae (sin04y) =75 )e’

1 (oA, 0
 rsind) (a¢ ~sinf5, (rA¢>>ee

0 0A,
+ <ar (pAg) — 89> €.

(A.24)

(A.25)



A7 Systemes decoordornées

Considérons des coordonnées curvilignes. Un vecteur de position r dans ce systeme de
coordonnées s’exprime sous la forme de ses composantes r = (u1,us,u3) ce qui représente la
somme vectorielle

A.7.4 Coordonnées curvilignes (cas général)

r = uje| + urey + uzes. (A.26)
ol les composantes sont
w =ui(x,y,2)  w=ua(x,y,z)  uz=u3(x,yz)
et les vecteurs unitaires ej, e;, e3 d’un systeme de coordonnées orthogonal sont définis comme

_Lor
—]’l,‘ 8u;

ar

—eti=1,23
8%18[ P

e avec h; = ‘

tel que
e xej=e; avec {i,j,k} ={1,2,3},{2,3,1} ou {3,1,2}

Un vecteur A dans ce systéme de coordonnées s’exprime souvent sous la forme de ses
composantes A = (A1,A,,A3) ce qui représente la somme vectorielle

A=Y Aje;=Aje;+Are; +Azes. (A.27)

L’élément infinitésimal de déplacement s’écrit

dr = Zhiduiei = hiduie; + hpdurer + hzduses
i

Alors, la métrique g;; dans cette base est donnée par

d¥ = Y gidxdx! (A.28)
irj
= drdr = (hduy)* + (hadup)* + (hadus ) (A.29)
= X (hduy? (A.30)
i
ol
B o0 o0
gi=| 0 n 0 |. (A.31)
0 0 #H

Les éléments de longueur, dl = (hduy, hydus, h3dus), de surface, (ds;,dsy,ds3), et de vol-
ume, dv, sont respectivement

dl =hiduie; + hadusrer + hyduzes (A.32)
dS] = |(h2du2e2) X (h3du3e3)| = hzhgduzdug,
dSz = |(h3du3e3) X (hldu1e1)| = h3h1du3du1 (A.33)
dS3 = |(h1du1e1) X (hgdu2e2)| = hlhzdulduz
dv = |(h1du1e1) . ((hzduﬁ)z) X (h3du3e3))|
= h1h2h3duldudu3
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Opérateurs différentiels:
Posons des fonctions scalaires et vectorielles

U = Ulu,up,u)
A = Ajex+Are, +Aze;
Gradient:
1 U 1 oU 1 oU
vuo = —— —_ = 77
hy duy et hy 8u2e2 + h3 dus ©
_ oyl
n i /’l,‘ 814,- !
Laplacien:
1 0 ([ hyhz U d ([ hsh; dU 0 (hihy dU
AU - —— | 2 (BB 97 + i 4+ MM oY
hihohy | du; \ h; Jdug dur \ hy Jdup dus \ h3 dus
Divergence:
1 0 d d
V-A= — (hyhzA — (hsmA — (hihA
i L%“ (hahs3 1)+8u2( 3hy 2)+au3( 1ha 3)]
Rotationel:
1 hlael hzaez h3ae3
VXA= | da Gn .

AT hAy  h3As
Coordonnées cartésiennes:

h=1, =1 h=1

Coordonnées cylindriques:

h1=1, hzzp hy=1

Coordonnées sphériques:

/’11:1, hzzr h3:rsin6
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Aide-mémoire

Annexe B

B.1 Reperes accélérés . ...... 171
B.2 Dynamique de solides indé-
formables ............ 171

B.3 Relativité restreinte . ... ..

B.1  Repéres accélérés

Transformation : Soit A et A’, les composantes du vecteur dans les reperes inertiel S et
accéléré S’ (en rotation) respectivement, on a :

dA  dA’
pslap et A/
dt dt Tox

Forces physiques et fictives :
F' —ma xr' —2mo x v —mo x (o xr') = ma’

ou F' est la résultante des forces physiques

/
Fazimuale = —moxr
Fcoriolis = —2mo x v
/
Feentituge = —mo X (o xr)
avec ®,q = vitesse et accélération angulaire de I’objet en rotation et r’,v/,a’ =

position, vitesse et accélération dans le repere accéléré.
Force centrifuge dans le repere terrestre :

|Feentifuge| = mr@’cosA, pour A = latitude

i / /o / )
Foriolis = 2m@ [€,v,sinA — €} (visinA 4 v,cosA) + €/ v|cosA |

ol les vecteurs unitaires pointent dans les directions €, = sud, e; = est, e; = haut.

B.2 Dynamique de solides indéformables

Moments d’inertie / par rapport a I’axe de symétrie :
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Annexe B B. Aide-mémoire

Moment d’inertie /
Tige mince p/r extrémité : §MR2
Tige mince p/r centre : izMR2
Sphere pleine :  2MR?
Sphere creuse ou coquille mince : iMR2

Disque ou cylindre plein : %MR2
Cylindre creux ou anneau mince :  MR?

Anneau épais : M (R%, +R%,)

nt ext

Dynamique

T L=Ia

L = lo

1 5
Tt = 51 w

Condition de roulement sans glissement : v=0R
Théoreme des axes paralleles : I=Icy+M-d?
Théoreme des plaques minces : L=L+I,

Constantes usuelles :

Accélération gravitationnelle : g =9.8m-s2
Rayon terrestre : R = 6378 km
Vitesse angulaire terrestre : @ = 7.27 x 102 rad- s~/
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B.3 Relativité restreinte

Quelques invariants de Lorentz :

As® = (cAr)? — (Ax)? — (Ay)> — (Az)* = intervalle
Loy, T = longueur et temps propre respectivement

m% ¢* = E? —p?c® = carré de la masse propre

Tout produit ab, = a’h’ —a-b oua*,b* = vecteurs de Lorentz

Pour un référentiel S’ se déplagant a vitesse uniforme V =V e, par rapport a S avec

y=(01-v?/e)

Transformations de Lorentz des coordonnées

t'=y(t—Vx/c?) t=vy({t' +Vx'/c?)
X =y(x—Vri) x=y(x +Vt)
Y=y y=y

7=z z=7

Transformations de Lorentz des vitesses

/
S 4V
! v—V Ve = Vx
Vy = 1=V /2 x lJr\{'\.\///c2
v/ — Vy - vy
Yyl /e Y1/ )
)z "
V, = K _ Ve
2 yY(1—vxV/c?) V; =

Y(1+1v/c?)

Contraction des longueurs et dilatation du temps

Impulsion et énergie :
p" = (E/c,p) = (ymoc,ymov)

E? :p202+m(2)c4
2

T =E—myc? = (y—)mgc

Transformations de Lorentz de 1’énergie-impulsion :

E'=y(E—Vpyx) E=YE+Vp,)
pe=v(px—VE/c?) px=Y(Pi+VE'/c?)
Py ="y Py ="y

p.=Dp: p: =D,

1GeV = 10°MeV = 10°eV
leV=1.62x10"17J
¢ =2.99792458 x 108 m- s~ !
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Abc (cetindexX) ...........oiiiia.... 169
Accélérateurs de particules . ............ 76
Accélération dans un champ électrique con-
stant..............oooa 77
Addition de vitesses ................... 36
Axes paralleles
théoremedes ................... 130
Axes perpendiculaires
théoremedes ................... 132

Causalité ... 23
Centrede masse...........c..covuennnn 124
VIEESSE . v v vee v 83
Cinématique de rotation............... 133
Collision inélastique . . ................. 70
Composantes covariantes. .............. 50
Conservation de I’énergie ............. 137
Conservation de I'impulsion . ... ... 61, 124
Conservation du moment cinétique 124, 133
Contraction de I’espace . ............... 38
Coordonnées
cartésiennes..................... 156
cylindriques..................... 157
sphériques.................. 159, 161
Corps rigide (voir aussi solides) ....... 126
Cyclones ........covvvevnina.. 111

Déflexion par un champ électrique . .. ... 78
Diagrammes espace-temps ............. 17
Dilatation dutemps.................... 41
Dynamique d’un ensemble de particules 123
Dynamique de la rotation ............. 136
Dynamique des corps rigides solides . .. 123
Dynamique relativiste.................. 61

Effet Compton ........................ 85
Effet Doppler
cas non relativiste . ................. 3
casrelativiste..................... 45
mouvement longitudinal ........... 45
mouvement transversal ............ 46
Effet Doppler..............cooiint. 73
Energie cinétique . ................ 63, 125
Energie disponible..................... 84
Equation de mouvement .............. 133
EqQUINOXeS ... ...oooveeeiiinn... 144
Evénements
Classificationdes ................. 22
GENIE ESPACE « v v v v vveeeeeeeeenns 22
genre lumiere..................... 22
NI tEMPS . o vv v veeeeeeenn 22
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Formalisme quadridimensionnel . ....... 48
Foucault, pendulede ................. 111
Frottement....................... 92,135

Giration, rayonde ................... 130
Glissement .............covviiviinn.. 135
Graduationdes axes ................... 24
Gravité apparente . ................... 106
GYIOSCOPE. « v vvveeee et 142
moment de force................. 143
Horloges accélérées ................... 47
Intervalle............................. 19
Invariance de la charge électrique . . ..... 75
Lorentz
transformationsde ............ 31, 67
MEtrique . ... .ovvie i 49
Michelson-Morley, Expérience de ....... 6
Minkowski, diagrammes de ............ 17
Moment cinétique ............... 124, 140
Moments d’inertie. ................... 128
Mouvement....................ooo.. 93
Mouvements observés de la surface de la
Terre. ... .. 106
Mouvements, translation et rotation . ... 135
Newton, deuxieme loide .............. 91
Observateur. .........ooveviiiiinne... 14

Particule dans un champ magnétique . . .. 80
Particules de massenulle............... 72
Pendule de Foucault.................. 111
Percussion et rotation................. 138
Plaques minces
théorémedes ................... 132
Précession...................oL 144
Pression de radiation................... 73
Projectile.............. ... oL 107
quadrivecteur
d’énergie-impulsion............... 63
de position espace-temps .......... 48
Rayonde giration .................... 130
Récession des galaxies.................. 4
Relativité restreinte
etgéométrie...................... 17
limitesdela ..................... 24
Principes.......c.ooeviueinneenn... 13
Reperes
acCélérés ... 91,93
accélérés linéairement............. 94
enrotation................... 95, 103
nertiels............ .. . il 5
Rotation d’uncorps................... 127
Roulement .......................... 135
Seuil de réactions. ..................... 81
Source aurepos . ... 4
Source en mouvement . ................. 3
Synchronisation des horloges........... 14
Systeme de coordonnées ............... 18
Tenseur métrique . ..................... 49
Théoreme
des axes paralleles ............... 130
des axes perpendiculaires......... 132
des plaques minces .............. 132
Transformation



d’uneforce....................... 74

delorentz ....................... 67
Transformations

deLorentz ....................... 31
Travail, et énergie cinétique ............ 66
Vitesse angulaire . .................... 140
Vitesse de la lumiere
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vitesseultime...................... 8
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Cet ouvrage contient I’essentiel du matériel couvert dans le cours de Mécanique et relativité restreinte
(PHY-1003) du Département de physique, de génie physique et d’optique de I’Université Laval dans
le cadre de son programme de physique du 1  cycle (B.Sc.). Malgré qu’il existe de nombreux
ouvrages sur la mécanique classique, aucun ne répond aux besoins spécifiques de ce cours.

L. Marleau

Département de physique, de génie physique et d’optique  Université Laval ~Québec  Canada
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