CHAPITRE 8

Primitives - intégrales

e Via un smartphone : scanner le Qr - CODE.
e Via un ordinateur : Cliquer sur laPage Web

e Recopier le site (https ://maths-sciences.neocities.org/BTS-
CM/Primitive/cours.html)

I Primitives

Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle 1.
On appelle primitive de f sur I toute fonction F définie et dérivable sur I vérifiant

F'(z) = f(z) pour tout x € R.

Activité 30 : :
Considérons la fonction f définie sur R par f(z) = 322
e Soit fonction F définie sur R par F(z) = 2°. Déterminer F'(z).

[ ]
w2
o
=T
S
=
Q
=
©]
=
P!
o
[N
)
=3
@)
wn
=
L]
=~
i)
&
L]
P!
—
&
I
8
L
—+
o
)
O
=+
o]
Ix]
2
=
o]
=
i
—

[ ]
w2
o
=T
S
=
Q
=
©]
=
T
o
[N
)
=3
@)
wn
=
L]
=~
i)
]
L]
P!
—
&
I
8
L
—+
o
)
O
=+
o]
Ix]
2
=
o]
=
!
—

°
O
=
o
@]
o)
S
wm
[l
&
—+
o
N
<
S
c
m
ie)
£
L]
=
)
o
i)
S
=
—+
gj/
—+
S|
s
—+
o
wm
o
[N
=
<
oy
o
wm
-~

.
)
O
o+
o]
]
2
=
o]
]
=
=)
o

=
=
=,
=
&
o
5]
=)
S
=
Q
=
9]
=
w
8
_l\)

PROPRIETE :

145



Cours Mathématiques - BTS Cycles et Motos page 146/?7

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R, C un réel, zg € L et yp € R fixés.
e Si f est dérivable sur I, alors f possede au moins une primitive sur I.
e Si f admet une primitive F sur I, les primitives de f sont les fonctions du type
F(z) + C ou C est une constante.

e Si f est dérivable sur I, il existe une unique primitive F de f sur I telle que
C = F(xo0) = wo-

I.1 Calculs de primitives

L’objet de ce paragraphe est de présenter quelques techniques simples permettant
I’'obtention de primitives de fonctions données sur un intervalle déterminé.

Primitives des fonctions usuelles

Obtention de primitives par lecture inverse du tableau des dérivées :

f(zx) une primitive F(x) conditions
0 Constante I=R
a ax + Constante I=R

n+1

a.x” a-v + Constante =R
T el

— —— + Constante I=R*
% &

— —— + Constante I=R*
a:l x

NG 2\/x + Constante I=R%

CcosS T sinx I=R

sin x —Ccosx I=R
er er I=R
1
= 1 I=R}
. nzw i
— N I=R*
. a.lnz '

REMARQUE :

Pour obtenir toutes les primitives d’une fonction f donnée, il suffit de rajouter une
constante.

Activité 31 : :

Déterminer une primitive de la fonction f définie sur R par f(z) = 5.

e Déterminer une primitive de la fonction f définie sur R par f(z) =

[ ]
W ¢
‘
o]

Déterminer une primitive de la fonction f définie sur R par f(z) = x*.
Déterminer une primitive de la fonction f définie sur R par f(z) = /.
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Opérations sur les primitives

u et v sont des fonctions de primitives U et V sur un intervalle I.
Tableau des opérations sur les primitives :

Forme de la fonction Une primitive Conditions
u—+v U+V
kxu kxU
n+1
u' u” v neN
n+41
un+1
u” neN
u'(n+1)
o’ 1
— — € N*
un (n+1) untt "
a a 1
il —a. € N*
u™ “n41) unt! "
7
U
— 2/u u(z) >0
o Vi («)
% 2.a./u. % u(z) >0
u’ cosu sinu
u'sinu —cosu
u'e® e
a.e,“ e
u
— 1
g nu u(zx)
" &.Inu u(z) >0

Activité 32 : :

On cherche & déterminer dans chacun des cas suivant une primitive F de le fonction

f sur lintervalle I :
o f(r) =42’ et I=R

6 6
z 4.x
Flz) = 4x —=— + C
2.x66 0
F(z) = 5 + C
o f(x) = 22° — 3z + 1
n+1
F(z) = %x3 - %xQ + C a.z™ donne a.er
n
o f(x) =22 — 3
2 3 a.x"t!
F(z) = 2* + £ + Ca.2" donne i
n
o f(z) = (z + 2)°
2n+1
« u" donne — avec u z 4+ 2etn=4
n+
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o,
. f(z)zimetx>2

\%j donne 2\/u avecu = 3z — Getu =3

2y/u donc 2/3x — 6

flx) = (3:?:5\/_7—6)6/ donc F(z) =232 -6 + C.
o f(2)= Hsxt—ctI=R:

o

—— donne 2\/u avecu = 222 — x + letu =4z — 1

2/u donc 2222 — z + 1
- 4zl _ Vf‘j‘jj“‘ggf
flz) = 2x2_m+1doncF(m)—2 2z x + 1+ C.
o f(x) =2x+2cos(2x) —6sin(3z —1) et =R : f(x) = 22 + (2x) cos(2z) — 2(3z —

1)'sin(3z — 1)
donc F(z) = 2% + sin(2z) + 2 cos(3z — 1).

o flz)=22(2 — 1)’ et I=R:

un+1
u' u™ donne avecu = 12 — letn=>5
w1 (22 — 1)5+1
donc
n+1 5+1 .
2 1.2 5 (wz - 1)
f(x) = (z* = 1) (x* — 1)° donc F(x) = e + C.
o f(x):—96f3””—1etI:R:
a.e donne z—'; avecuy = —3x — ldoncu' =3eta=9

u —3z — 1
“5~ donc e~

f(z) =3(=3x —1)e 3"t donc : F(z) =3 e 3271 4+ C.

dr — 2
=————¢etlI=R":
.'}i(x) x2—x+3e
— donne ui,.lnu avecu = 22 — x + 3doncu = 2z — 1
U
%.lnu donc ‘gi 1.ln(a:2 -z + 3)
2 2 3/
f(@:wdonc:F(x):Mn(xQ—x—i—S) + C.

o f(x) = (32 — 1)’

o f(z) = 2 — 5.

X
u
e a.c" donne ‘;—, avecu = 2doncu' =2eta=>5

u 2z
Qs donc 5.e
u 2
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2 donne a.Inx avec a = 4
T
a.lnz donc F(r) = 4.Inx + C = In(x)* + C

F(z) = In(x)* — 5'62%

II Intégrale d’une fonction

Définition

On appelle intégrale de f sur [ a ; b ] le nombre réel F(b) — F(a) ot F est une primitive
quelconque de f sur L. Il est noté

b
/ f(z) dz = F(b) — F(a).

METHODE DE CALCUL :

Activité 33 : :

Calculer l'intégrale : f23 x dr :

REMARQUE :
/ e L’intégrale d’une fonction f sur [ a ; b ] est indépendante du choix de la primitive
F. ,
e On note aussi / f(z) de = [F(z)]° = F(b) — F(a).

b
e Dans 1’écriture / f(x) dz, la variable x est « muette », ce qui signifie que
b b
/ f(x) d:v:/ flt)ydt=...
K L(é dx ou dt détgrmine la variable par rapport a laquelle on integre la fonction : x,
ou t. J
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